Terminale Sc. Math. — BAC + 1 — Suite de FIBONACCI — Probléme N° 1

Partie A

1 Pour tout entier naturel n,onau,2n

On propose de montrer cette relation par récurrence forte.

>> |nitialisation
Pour n=0,onauy=120.

Pour n=1,onau; =121.

Soit n un entier naturel.
On suppose que la relation est vraie jusqu’'a l'ordre n , c’est a dire que pour tout entier naturel

ke {0,1,2, ...... N } onau, =k etons’intéresse al'ordre n+1.

>> Héredité

Uy,q=uU,+u,_ 4, dapres 'hypothese de récurrence forte, on a: u,2n et y , _,>n-1,
d’ou :

u,,q=2n+n-1, autrement dit wu,, q4=22n—-1>2n+1 pour tout n>2. [ll est trivial que

2n—1=2n+1 Q].
La relation est donc vraie a I'ordre n +1.

Les deux hypothéses d’un raisonnement par récurrence sont vérifiées, par conséquent, u, = n pour
tout n.

2 Pour tout entier natureln,ona v, v,,,+(-1)*"'=v2,,

Nous allons montrer cette égalité par récurrence forte.

>> |nitialisation

Pour n=0,0na: ugus +(—’1)1 =1x2-1 :1:(u1)2.

Soit 1 un entier naturel.

On suppose que la relation est vraie jusqu’a l'ordre 7 et on s’intéresse a l'ordre n +1.

>> Hérédité
+2 +2
un+1“n+3+(_1)n :(un+2—un)(un+2+un+1)+(—1)n

2 n+2
SUpypt Uy oU, _unun+2_unun+1+(_1)

n+2

2
=Upi2 +un+1(un+2 _up)_unun+2 +(_1)

Uyt

2 2 n+1
:un+2+un+1_(unun+2+(_1) )

> = “i+1 d’aprés I'hypothése de récurrence.

Upqtpez +(=D"T 2 :u% + 2 . Larelation est vraie 'ordre n +1.
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Les deux hypothéses d'un raisonnement par récurrence sont vérifiées, par conséquent,

UpyUy o +(_1)n+1 =u3+1 pour tout 7.

Partie B
. e , U2 -1
Etude des suites (o,) et (f,) définies pour tout entier naturel n par: a, = et
Uz p
Uy
By = :
U2n+1

1 Relation entre o, et 3,
1
Uzn”2n+1'

Les suites () et (B,) n'existentque si n > 0.
Soit n un entier naturel différent de zéro, nous avons,

*
Pourtout neN",ona 3, —a, =

2

Uoy, Up—1 U2y —UQp 11U, 41

Bn -, = - = (A)
U p+1 Uy Up U2p+1

Le résultat de la question 2, Partie A nous permet d’écrire,

u%n =Up,_qU,iq+ (—=1)" [Il suffit de remplacer n par 21 —1].
. 2
D'ou, u3, =up, quz,1+71.
On remplace dans (A) u%n par I'expression que l'on vient de trouver, on simplifie et on obtient,
1

Bn_an: .
U2y U2y 11

2 Pourtoutnnonnul,onaa,<pnretfn-an<1/n
>> o, <P,

1
UgpUppst

A la_question 1, Partie A, nous avons montré que pour tout n, on a u, = n, on en déduit alors que

On part de la relation établie dans la question précédente, a savoir, 3, —a,, =

Up, =22n etque up, . 1 =2n+1.

1
Puisque n € IN™, alors s, up,,1>0etp,-a,=—>0.

n
U2, U2p+1

Finalement, pour tout entier naturel non nul 7, on a bien o, <f3,, .

1
>> Bn_an <;

D’une maniére analogue, on a pour n différent de zéro,
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M2n221’l
U,>n= = Up, Up,q22n (2n+1)2n.
M2n+1221’l+1

1
On en déduitque : ———— < —.
UpUpeq 1

Pour tout entier naturel non nul n,ona:p, —o, <—.

n
1
3 Pourtoutnnonnul,onac,, -a,-=
Uy Uy 42

Soit n un entier naturel différent de zéro,

Up+1  U2p—1  U2p1U2y —Up_ U242 N
Onpartde: a,, 41—, = - = =

U25+2 Uy Up+2U2y U2y +2U2p

Il reste & montrer que le numérateur N vaut 1.

. _ . Upyq = Uy T U1
D’apres la définition de la suite (U,),ona
UDp42 =Up41 T U,

N =uy, (up, +ug,_1)—ug,_1(ug, 1 +uy,)

2
=Uy +W2n—1 _u2n//l42n +1 " U2 U2,
2

=U2p U221 U2p+1

iﬂ [Relation démontrée dans la partie A

p+1_
Or pour tout peN, on a upup+2+(—’|) =u
question 2].
Autrement dit 12 =(=1)*
utrementdit ), 4 —u ,u , o == :
En prenant p =2n—1, on aboutit & I'expression suivante : u%n —Ug,y_1U2,41 = (—1)2" =1.

f

On reconnait ici I'expression de N

1
Finalement, pour tout entier naturel nonnul n,ona: a,, 4 —Q, =
Uzn U2n+2

4 Relation entre o, et 3,

* 1
On se propose de montrer que pour tout € N |, on a a, =— -1.
n
P e Ugp-1
La définition de (., ) permet d’écrire o, = .
Uy

' Au passage, on peut signaler que les deux encadrements établis permettent d’écrire:

0<B, —a, Sl
n
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En prenant n = 2p + 1 dans la relation de départ >, On trouve: uy, 1 =y, +Up, 1.

UDpi1 — U2, U2p41 1

=1

D’ou pour tout nnonnul,ona o, = =
Uy

Uy Bn

5 Variations de (a,,) et de (Bn)

>> Variations de (., )

1
On part de la relation établie a la question 3, c’estadire ), , 4 —Q, = ——.
UgpU2n+2
U, 22n
Partie A, question 1 = Pour tout entier n, on a u, 2n = , autrement dit :
Up,i2 >2n+2

o,q—o, >0.

La suite (a.,,) est donc croissante.

>> Variations de (j3,,)
Evaluons le signe de la différence :
1 1 Oy = Oy
Bn+1 _Bn = - = :
O('}'H—1+1 O('n+1 (an+1+1)(an+1) <

Le dénominateur est
positif car la suite (o,,)

Puisque (a,,) est croissante alors o, —a.,,,1 <0.

a terme positifs.

La suite (3,,) est donc décroissante.

6 Les suites (an) et de (B,) sont adjacentes

Rappel

Si deux suites (o.,) et (3,,) vérifient:

o Pourtout neIN, a, <B,.

o (a,) estcroissante et (3,,) décroissante.
o lim (o, -B,)=0.

n—>+ow

Alors (a.,,) et (B,) sont convergente et ont la méme limite. On dit

qgu’elles sont adjacentes.

>> A la question 2, partie B, nous avons montré que : ., <f3,,.

>> A la question précédente, nous avons montré que (o.,,) est croissante et ([3,,) décroissante.

>> Pour montrer que, lim (o, —f,) =0, on va s’appuyer sur le résultat de la question 2, Partie

n—+o

B, c'est a dire I'encadrement: 0 <, — o

1
p <—-
n

2 _
Upio =Uy it Uy,
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.1
Comme lim —=0 et o, —p, est convergent, alors, d'aprés les gendarmes, on a:
n—+0 n

lim (a, -B,)=0.

n—+wo

Les trois conditions étant vérifiées, on peut affirmer que les suites (a,,) et (3,,) sont adjacentes.

7 Limite de (o) et limite de (Bn)

Nous venons de montrer que (a.,,) et (,,) ontla méme limite. Notons / cette limite.

1
A la question 4, partie B, nous avons montré que o, =——1, soit: a, B, +B, —1=0 autrement
n

dit, 72 +7—1=0. Le discriminant de ce polynéme du second degré vaut 5.

—1+\/§ —1—\/5
A L vy A Ly
2 2

D’ou I'existence de deux racines réelles distinctes : /4 =

Uan-1 U
" etB, = —21_ et que u, =2 n,donc (u,)est a valeurs positives.
2n 2n+1

(a,) et (B,) égalementet / >0

On rappelle que : o, =

La seule limite possible est /4.

Dou, lim a,= lm B, =—7—
n—>+0 n—+oo 2

Nota — différence entre récurrence et récurrence forte

>> Principe de récurrence

Soient Fy, Py, ..., P, ... des propriétés mathématiques.
On sait que P est vraie. On sait aussi que, pour un n quelconque, si P, est vraie alors P, 4 est

vraie aussi. Alors, toutes les propriétés P, sont vraies.

>> Principe de récurrence forte

Soient Fy, Py, ..., P, ... des propriétés mathématiques.
On sait que P{ est vraie. On sait aussi que, pour un n quelconque, si toutes les propriétés

Fy, Py, .., P,.. sontvraies alors P, 4 estaussi vraie. Alors, toutes les propriétés P, sont vraies.

FIN DU PROBLEME
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