Corrigé du Sujet Mathématiques (CNC) MPSI 2016 —Epreuve 11

Partie I : Etude de quelques propriétés de I'application trace
1-a

Sozent M = (m ) .. e N= (n~ ) .. deux matrices de E et A un scalaire de R alors :
LI/ 1<i,jsn LI/ 1<ijsn

Tr(AM + N) =31, (Amy; +ny) = A(They my) + Xy ny; = ATr(M) + Tr(N)

Donc Tr est une forme linéaire.
1-b

On pose A = (ai'j)lsi,an et B = (bi'j)lsi,jsn
D’abord : AB = (Ci‘j)lsi,jsn avec Ci,j = Z;’clzl Ak bk,j s BA = (di‘j)lsi,jsn avec di,j = Z"rclzl bi,k ak,j

Alors: Tr(AB) = Xizy ¢ii = Xiz1 Xk=1 Qi Dri = Xiz1 Xk=1 Qi biei= Xk=1Xi=1 bii Qi o= Xk=1 dicie = Tr(BA)
Puis on peut déduire d’aprés la définition de Tr que:¥ M € E : Tr(M) = Tr( M)

Alors : Tr(BA) = Tr( “(BA)) = Tr( ‘A 'B)

Finalement , on a montré que : Tr(AB) = Tr(4AB) = Tr( ‘A 'B)

1-c

Comme T'r est une forme linéaire (application linéaire) alors : dimE = dimKerTr+dim(ImTr)
D’autre part, la dimension de I'image de T'r ne peut étre que 1 car ImT C IR et lapplication ne peut pas étre nulle (il suffit de prendre
M = 1I,), alors: dimKerTr =n? — 1

Ce qui veut dire que KerTr est un Hyperplan de E.

1-d

Vect(l,) est une droite vectorielle de E , alors dimVect(l,) = 1

Donc : dimKerTr + dimVect(l,)) = n? = dimE

Soit M € KerTr N Vect(l,) alors:

M eM € KerTr nVect(l,) =>3a € R,M =al, et Tr(M) =0
=>3Jac€R,M=aqal, etna=0
=>3Ja€R,M=qal, eta=0
=> M =0,

Donc: KerTr n Vect(l,) = {0z}

Finalement on a montré que : E = KerTr @ Vect(I,)

1-e
D’abord d’apres la question 2-c KerTr est un hyperplan
Si n est pair :
— L

1l suffit de considérer la matrice M = (mi'j)1<i . avec {mi‘i : (_1? -

<ijsn m;; =0 sii+#]j
Celte matrice est inversible (toutes les colonnes sont indépendantes) et Tr(M) =0
Alors KerTr contient la matrice inversible M

Si n est impair :

Myy =2
1l suffit de considérer la matrice M = (mi, j) 150

(AN or f

< jen TVEC Y M0 = ( 1). sii .;t 2
m;; =0 sii#]

Celte matrice est inversible (toutes les colonnes sont indépendantes) et Tr(M) =0

Alors KerTr contient la matrice inversible M

Corrigé CNC MATHS 11 -MPSI-2016 par A MEJBAR Page 1




2-a
Comme @ est un endomorphisme de E et E est de dimension finie, alors il suffit de montrer que @ est injective.
Soit M une matrice de E
D’aprés la question 1-d on déduit que: M € E => 31 (N; a) € KerTr X R; M = N + al,
Puis :
M € Kerp => (M) =0
=>N+al, +nal, =0
=> N € Vect(l,) et N = —(1 + n)al,
=>N=0getN=—1+n)al, carKerTr et Vect(l,) sont en somme direct
=>M = 0
=> Kerp = {0g}
=> @ est injective
Finalement @ est un automorphisme de E

2-b-i

MEeEE, <=>pM)=M
<=> M+tr(M)I, =M
<=> tr(M)I, = 0g
<=>tr(M)=0
<=> M € KerTr

Alors: E; = KerTr
2-b-ii

MEE, ., <=>¢oM)=mn+1M

<=>M = (TriM))In

=>M € Vect(l,)
Donc : Eppq € Vect(l,)

D’autre part :

M eVect(l,) => da € R,M = al,
=> oM)=mn+Dal,et M = al,
= oM)=mn+1)M
=> M€E,,,

Donc: Vect(l,) € Epyq

Finalement : E,, ., = Vect(l,)
2-b-iii

D’apres la question 2-b-1 on déduit que 1 est une valeur propre de @ et que le sous-espace propre associé est E; = KerTr
De méme, D’apres la question 2-b-11 on déduit que (n+1) est une valeur propre de @ et qur le sous-espace propre associé est
Enyq = Vect(ly)

Et d’apres la question 1-d : E = E; @ Ej 44

Alors, on déduit que Uapplication linéaire @ est diagonalisable

3-a

Soit M une matrice de E et on pose: P(X) = X* —2X + 1

Alors :

PWYM) =Y (¥(M)) — 2¥(M) + M = (M + Tr(M)] + Tr(M)]) — 2M — 2Tr(M)] + M = O
Donc:¥M €E,P(¥(M)) = 0

Ce qui veut dire que le polynome P(X) = X? — 2X + 1 est un polynéme annulateur de ¥

Corrigé CNC MATHS 11 -MPSI-2016 par A MEJBAR Page 2




3-b
Comme le polynéme P(X) = X 22X+ 1 estun polynéme annulateur de\Y , alors les valeurs propores réelles de Iapplication linéare P
sont d extraire des racines réelles du polynome P.

D’autre part, comme -1 est la seule racine réelle de P ,alors on déduit que -1 est la seule valeur propre de I'application P

3-c
SiW est diagonalisable alors cela veut dire que E est la somme directe des sous-espaces propores associés aux différentes valeurs propres de' ¥
Et comme -1 est la seule valeur propre de ¥
Alors dans ce cas: E = Ker (W + 1) , avec 1y est Uapplication linéaire « identité ».
Donce :
E=Ker(W+1;)=>VM€eEE,¥Y(M)+ M = 0
=> VM €eE,Y(M)+ M =0g

=> VM€EE,M= _(Tr;M))]

=> VMEE,Tr(M)=0
=> E c KerTr ( ceci est une contradiction)

Finalement ¥ n’est pas diagonalisable

Partie II: Un premier résultat préliminaire

I~

D’abord il faut noter que Fyest un sev de I’

Montrons que v est linéaire :

Sotent deux vecteurs x ety de Fyet A un scalaire alors :

v(Ax +y) = u(dx + y) = ulx) + u(y) = v(x) + v(y)

Montrons que v est injective :
On note d’abord que Kerv C Fy
D’autre part, soit x € Kerv alors :
x €EKerv=>v(x)=0
=>u(x)=0
=>x € Keru
=>x€ F;NnKeru
=>x =0 car F, n Keru = {0z}
=> Kerv = {0z}
=> v est injective

Puis :

F =F, @ Ker u => dim(E) = dim(F;) + dim(Ker u)
=> dim(E) = dim(F,) + (dimE — dim(Im(w))
=> dim(F,) = dim(Im(u))

Finalement , on peut conclure v est un isomorphisme

2-a
La famille (e;)1<i<y est libre dans F , et comme Uapplication v est un automorphisme ( en particulier: injective) alors la famille
(v(e;))1<i<r est libre dans Im(u), et comme G est de dimension finie , alors d’aprés le théoréme de la base incompléte on peut compléter la

(&) 1<i<r par une famille (€41, «..., €m) afin que C = (&q, ..., &y) soit une base de G.
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2-b
D’abord par définition :

u(e;)) =v(e) = ¢ pouri € [1,r]
{u(ei) =0 pouri€[r+1,p]

L 0) ou I, est la matrice identité de M,-(R)

Alors finalement :  Matg - (u) = (0 0

-
Soit M une matrice de My, p(R).

On considere u Uapplication liniere associé a cette matrice ( de rang r) d’un espace vectoriel I de dimension m vers un espace vectoriel G de
dimension p

L. 0
0 O

linéaire relativement a deux couple de base , alors on déduit que les deux matrice M et [,  » Sont équivalentes.
Cela veut dire que : 3(S,T) € GLp,(IR) X GL,(IR)tel que M = S]m,p’rT_1

D’apres la question précédente, on a montré que la matrice M et la matrice ( ) = Jmp,r Sont deux matrices de la méme application

L=
On considere les mémes notations que la question 2 et on note toujours que r est le rang d’une matrice M

Cas:0<r=p<m
Dans ce cas lapplication u
u:F-Im(u)
x = u(x)
Est un automorphisme (dans ce cas : u est surjective par définition et dimF= dim Im(u)) alors cela veut dire que :
vi € [1,p],ule) = ¢

Alors : [y pr = (Ig 8)

Cas:0<r=m<p
Dans ce cas Uapplication : on considere le supplémentaire Fy de Keru, alors Uapplication v :
viFp->Im(u) =G

x = v(x) = ulx)
est un automorphisme alors :
u(e;) = v(e;) = g pouri € [1,m]
{u(ei) =0 pour i € [m,p]

I, O

Donc : Jympr = ( 6" 0)
Cas:0<r=m=p
Dans ce cas la matrice M est inversible ce qui veut dire que I'application
u:F-aG

x = u(x)
Est un automorphisme de F vers G , alors cette application peut transférer la base (€;)1<i<p vers une base (€;)1<i<p de G.
C’est-a-dire que : Vi € [1,p] ,u(e;) = g
Alors : [ pr = I, ou L, est la matrice identité de My, (IR)
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Partie III: Un deuxiéme résultat préliminaire

I~
On considére des scalaires (y, ....., &) tel que : Yo_q a;l; = 0
Alors :

S N
1 i=1

i=
=> ai5ii =0
=> a; = 0 pour tout 1
Alors la famille (15, ..., 3) est libre

92~

Sottx € L tel que x = Y,7_1 x;l; etj € [1,s] alors:
N S

x= ) xli=> L@ = ) a5

i=1 i=1
S
=> 500 = ) %8
i=1
=>1(x) = x;

Donc, on a montré que :Vj € [1,s] , 7 (x) = Xj
I~

Soith € L'et x € L tel que x = Y;;_1 x;l; alors:

B0 = Ziy xih(1) = Tioy hUDE @)

Donc, on a montré que : ¥ x € E ,h(x) = Y-, h(1;)I} (x)
Ce qui veut dire que : h = Y,3_ h(1)1}

Alors la famille (13, ..., 5) est génératrice de L*

L=

D’aprés les questions précédentes la famille (15, ..., 13) est libre et génératrice de L* , donc la famille (13, ....., l5) est une base de L".

Finalement : dimL* = card{l}, ..., [;} =s

Partie IV: Une caractérisation d’une forme linéaire
I~

Sozent M et N deux matrices de E et A un scalaire de R alors :

®,(AM + N) = Tr(AAM + AN) = Tr(AAM) + Tr(AN) = ATr(AM) + Tr(AN)

Donc, @4 est une forme linéaire

2-a

Sozent A et B deux matrices de E et A un scalaire de R alors :

VM € E ,h(AA + BY(M) = ®,,,5(M) => ®;,.5(M) => VM € E ,h(AA + B)(M) = Tr(AAM + BM)
=>VM € E,h(AA + B)(M) = ATr(AM) + Tr(AN)
=>VM € E,h(AA + B)(M) = (A®, + ®p) (M)

=> h(AA + B) = Ah(A4) + h(B)

Donc, h est une application linéaire.
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2-b-1

Sozent A = (ak,l) et (i,)) € [1,n] x [1,n] alors :

1<k,lsn
Dp(Eij) = Tr(AE; )= YRy Yitey Qi €y = Dpe Doier Aiy Ou8y = a5

2-b-ii

SoitA = (ai'j)lsi,jsn une matrice de E

Alors :

A€EKerh=>VMEE,o,(M) =0
=> V(i,) € [L,n] x [1,n],®,4(E;;) =0
=> V(i,j) € [Ln] x[1,n],a;; =0
=> A =04

Donc on a montré que ker h = {0g}, ce qui veut dire que h est injective.

2-c

D’abord d’aprés la partie ITI on déduit que : dimE = dimE™ , et comme h est injective , alors h est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Partie V : Tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible
I1-

D’abord : dimVect(A) + dimH = 1+ (n? — 1) = dimE
Puzs, soit M une matrice de E
MeVect(A)NH=>3I12€R,IAE€H et M = 1A
Alors forcément A = 0 car si non A appartient @ H
Donc:Vect(A) N H = {0z}

Finalement, on conclut que : E = H @ Vect(A)

2~
On considere une matrice A n’appartenant pas a H et Uapplication T de E vers R définie par ::

T: E - R
M=Ky +AyA > TM) =2y avec (Ky, Ay)est le couple définissantla décompositonde M sur H @ Vect(A)

Montrons que T est une forme linéaire :

Sotent M et N deux matrices de E et & un scalaire de R alors :
Alors, T est une forma linéaire , ¢’est-d-dire que T appartenant a E*

Déterminons KerT :

MeEKerT<=>TM)=0<=>1y,=0<=>MEH
Alors : KerT=H

D’autre part ,on a vu que Uapplcation h ( question 2-c) est un isomorphisme de E vers E* (en particulier h est surjective) , et comme T
appartenant a E* | alors :

ABEE,h(B) =P =T

Finalement :

3B €E,H=KerT =Ker®g

Corrigé CNC MATHS 11 -MPSI-2016 par A MEJBAR Page 6




Partie VI: Tout hyperplan de E contient au moins une matrice orthogonale

Rappelons d’abord pourquoi la_forme linéaire {.,.) définie sur E est un produit scalaire :
Soient A = (ai'j)lsi,jsn et B = (bi'j)lsi,jsn deux matrices de E.
*  La linéarité de Uapplication Tr entraine le fait que.,.) est bilinéaire
e (AB)=Tr('AB) =Tr( '( *AB)) = Tr( ‘BA) = (B, A)
c (AA)=XL.2 ai,j2 20
e (4, A)=0=> Z?=1Z}1=1 ai‘jz =0=>4=0

1-a

O?’LPOSEA = (ai’j)lsi‘an et B= (bi‘j)lﬁi,jsn donc tA = (di‘j)lsi,jsn avec di,j = aj,i

Alors: "AB = (Ci,j)lsi,j_

<n
Puis: (A,BY =Tr( "AB) = Xy iy = Xiey i = 2iey Sheq dige by = 2ieq Dy Qg bies
Finalement : (A, B) = Y-, Z?zl a;jb;;

— n
avec Ci,j = Zk=1 di,k bk,j

1-b
On considére une base (eq, ..., ep2_1) d'un hyperplan H de E.

Par la procédé de Gram-Schmidt (en prenant la norme euclidien associée au produit scalaire ) on peut construire une base (e'l, . e'nz_l)
orthonormale de H a4 partir de la base (eq,..,en2_1)Puis en appliquant le théoréme de la base incompléte :

Je',2 € E\H , la famille (€', ...,€',2) soit une base orthonormale de E.

Dans ce cas , si on considére un vecteur Y appartenant au Vect(e',2) alors ce vecteur est orthogonal & tous les éléments de la base
(e'y,....,e"n2_1) de H, donc H est orthogonal d Y.

1-c

Il est claire que Oy est un endomorphisme de E | il suffit de montrer qu’elle est injective.
M € Ker 8y <=> 0y(M) =0 <=> ‘NMN =0 <=> N ‘NMN ‘N =0<=>M = 0 <=> Ker 0y = {0}
Donc finalement 8y est un endomorphisme injective de E (dimension finie) alors Oy est un automorphisme

1-d

Soit P de E :
*  Oy,00y,(P) = 9N1( thpNz) = Y(N;N,)PN,N; = On,n, (P)
-1
© 0y, 00y, (P) =01y (P)=P=>0¢, 00y, =Ig=>(0y,) =0¢,

2~
Oy réduit a 0, est un morphisme de de groupe (0, ,X)

Soit N et M de Oy, alors :
e MEeKerfOy <=>0y(M)=0<=>M=0<=> 0y est injective de
« Oy(P) =M <=> ‘NPN =M <=>P = NM ‘N puis ‘PP = '(NM ‘N )(NM ‘N) =1,
On déduit que :Y' M € 0,, AP € O, telle que Oy (P) = M ce qui veut dire que Oy est surjective

8- On procédé comme la question 2

4,_
(Oy(P), On(Y)) = Tr( *PY) =(P,Y), ce qui implique que : P € Hy < => Oy(P) € Hgy (v
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5-a :

Soit P € 0, NS, N Hy alors:

1 1, . 1, 1 - 1 . 1
(P,l@):E(P,YHE(P, Y)=§(P, Y)=§Tr( P Y)=§Tr(P Y)=E(P,Y)=O
Donc:0, NS, N Hy © 0, NS, N Hy

Soit P € O, NSy, N Hy, alors:
1 1
(P,Ys) = E(P,Y) +§(P, tYy=(P,Y)=0

Donc: 0, NSy, NHy, © 0, NS, N Hy
Finalement : Op 0 Sy N Hyg = 0, NS, N Hy
5-b

La matrice Ys est symétrique a coefficients réelles, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormale de Uespace euclidien (E, {.,.))
Ce qui veut dire que : 3U € O, tel que Ys = UY’ YU avecY' est une matrice diagonale
Ce qui implique que : Y' = *UYsU = 0 (Ys)

s-C
*  Lamatrice Q :(qi'j)lsi,jsn
« Y =diag(y;;) aveci € [1,n] donc(Q,Y'y = Tr(QT) = 2721 qii = 0 alors Q € Hy,
. 'QQ =Q%* =1, , donc Q € 0,

(est clairement symétrique)

Finalement, Q € O, NS, N Hy,
5-d

En utilisant la question 4 on déduit que :
Qe0, NS, NHyr =>Q €Hy
=>0Q € Hyyvg
=>601,(Q) € Hy £, (6u(¥s)) (résultat de la question 4)

=> 0 +,(Q) € Hy, (Formule de la question 1-d)
Alors 6 ¢,(Q) € Hy,

Puis par un simple calcul on montre que la matrice 0 ¢, (Q) est orthogonale et symétrique.
Et comme d’aprés la question 5-a: Op N Sy N Hy, = 0, NSy, N Hy
Alors on conclut que : 0 ¢,(Q) € 0, NS, N Hy

s-e
Conclusion directe de la question 5-d , il suffit de considérer la matrice 0 ¢,;,(Q)
6-a

En faisant permuter les coefficients diagonaux de la matrice Y afin de les ordonner de telle fagon qu’on ait la relation demandée et ceci

revient a transformer la matrice Y par des matrice orthogonales

Posons Y = (yi,j)lsi‘jsn et R= ((1) (1))
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1 étape :
Sz'|y1,1| > |y2‘2| alors :

. . R 0 R 0 . .
On transforme la matrice Y wvers la matrice Y] = (0 I ) Y (0 I ) , cette matrice va permeltre de permuter uniquement les deux
n-2 n-2

coefficients y; 1 ety »

2- élape :
1 0 O 1 0 O

St |y3'3| < |y2_2| mais |y3'3| > |y1_1| alors on va transformer la matrice Yy vers Y, = (0 R 0 )Yl (0 R O ) de permuter
0 1

uniquement les coefficients y3 3 ety ,

Si | y3'3| < | y1_1| < |y2_2| alors on va transformer Yy deux fois vers une matrice :

10 o0 10 o0
Y2=<§ 10 )(0 R 0>Y1<0 R 0)(’; 10)
n2/\0 0 I,/ \0 0 n-2

g

Puis on va procéder de la méme maniére pour Uensemble des coefficients diagonaux , ainsi on va transformer Y par des matrices
orthogonales et symétriques R; avec j € IN wvers une matrice D = (H jeIN Rj)Y(H jeIN Rj) dont ses coefficients vérifient la relation
demandée.

Alors en posant : U = (HjEIN Rj) on déduit que D = 0y (Y)
6-b
Sidy, , = 0 alors tous les coefféicent diagonaux de la matrice D sont nuls, ce qui veut dire que les coefficients diagonaux de Y le sont aussi.

11 suffit de considérer la matrice identité I, , elle est orthogonales et positive et en plus: {I,,Y) = Tr(Y) = 0, ce qui veut dire que I,
appartient @ Uorthogonal deY (Hy)

6-c-1

En effectuant le calcul par bloc :

P’ 0 P 0 Lp—1 0
t — — —
Pk = (g an)(o Aa) = ( 0 taa,)” e

6-c-ii
On pose Py = (hi'j)lsi,j£2p+1 et = (di'j)lsi,j£2p+1 , alors :
2p+12p+1 2p-12p-1
(P, D) = Z z hyidy; = Z Z hii dii + hap2pQapap + hap2p+192p2p+1 T Ropr12p@apii2p T P2p+12p+192p+1,2p+1
i=1 k=1 i=1 k=1
Donc :
2p-1
_ K )
(P, D) = Z (—D¥erdiex + (e2p,20%2p2p + E2p+1d2psr2p+1) €0S(@) + (€2p2p+192p2p+1 — E2pr1dapr1,2p) SiN()
k=1

a = &p2pap2p + E2pr1dapt12p+1
Alors : (P, D) = acos(a) + bsin(a) —c Avec: b = &p2p+192p2p+1 — E2p+192p+1,2p
— y2p-1 k-1
€=2per (1) edy g

Montrons finalement que a > 0 , pour cela on va montrer que : ¥k € [1,2p + 1] , & dpr = |dk,k|
® Sidkk >0 ahn3|dkk| =:dkk etekdkk =:dkk
b Sidkk < Olﬂoff|dkk|:=‘_dkk€t€kdkk ='_dkk

b Sidkk =0 ahﬂﬁ'dkk|:= Oetskdkk =0
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On a montré que Vk € [1,2p + 1] , & dy = |dk_k|
Alors:a = |d2p_2p| + |d2p+1,2p+1| > 0car dypi12p+1 # 0
6-c-iii

¢ |.|a

IWaZ+p2l = WaZ + b2
Et comme la fonction x->sin(z) est surjective de R vers Uintervalle [—1,1] , alors :

<1

lc| <a=>

360 € R tel que sin(0) = —— et en prenant @ = 0 — B on déduit que :
que sin(@) = s elent g 4
Ja € R tel quea?+ b?sin(a+B) =c
6-c-iv
ZZP 1( DHk1q, = Zk 0 A2kt — Z;i Aok = Djes (Qops1 — Qo) + Aap—g = 0 (car la suite (ay) sy est croissante et positive)

Puis :

Z(a2k+2 —ax) +a

- p-1 p-1
__1 =>0ayp + Azps1 = Z Aok+1 — Z Az |+ Z(azmz —ay-1) |+ ay
k=0 k=1 k=1
Arp1 = ) (Qpps1 — A1) + a4
k=1
2p—1

k-1
=>Ayp + Azpi1 = Z( D" a + Z(azmz_‘hk 1) | ta;

Et comme : (Zz;i(az,ﬁz — ay-1)) +ay =0 (car la suite (ay)psyest croissante et positive)

Alors on déduit que :
2p-1

k_
Z (D ay < ag, +agp
k=1

6-Cc-v

D’apres la question 6-c-i ¢ = ZZP 1( D terdy s
Et on a montré que : que Yk € [1,2p + 1] , & dyp, = |dk,k|
Donc:c = ZZP 1( 1)k~ 1|dkk|

On considere la suite (A ) ns1 définie par dj, = |dk,k| pour chaque k , alors cette suite est croissante et positive.

Donc d’apres la question précédente on déduit que :

2p-1

lc| = Z (D Hdiw| < |dapap| + |daps1zpia| = a

k=1
Alors d’apres la question 6-c-iii .

Ja, € R tel que+/a? + b?sin(ay + ) =c¢
Puis :

(Py,, D) = acos(ay) + bsin(ay) — v a? + b2 sin(ay + f) = va? + bz((sin(ﬁ) cos(ag) + cos(B) sin(ay)) — sin(ay + ,B)) =0

6-c-vi
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(Pyyy DY =0=> P, € Hp => P, € Hyy(v)
Et en utilisant le résultat de la question 4 on déduit que : 0 tU(Pa n) € Hy .

Puis: 0 ¢y (Py,)0 t,(P,,) = '(UP,, V)UP,, U =1,
On conclut que : 0 ¢ (Pao) €0,NHy

6-v-iii

D’aprés la question précédente on déduit que si n est impaire alors tout hyperplan Hy de E contient au moins une matrice 6 ¢, (Pao)

orthogonale.

Puis :
2p-1

det (e tU(Pao)) = det(UP,, ‘U) = (det(U))? det(p, ) = det(P,,) = 1—[ (—1)* exeapeapss = +1
k=1

Si det (0 ty (Pao)) = —1 alors dans ce cas, il suffit de considérer la matrice 0 tU(—PaO)

Conclusion :

Si n est un nombre impair, alors tout hyperplan Hy de E contient au minium une matrice orthogonale positive : (9 tU(Pao)) ou

(0 (7))
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