Corrigé du Sujet Mathématiques (X) MP 2006 ~Epreuve 2

Premieére Partie
1-

A+ tA A-tA
2 2
—— ——
€Sp(R)  €4,(R)

Puis , il est facile de montrer que : S, (R) N Ap(R) = {0}
2.

Enplus,v A € M, (R) ,A =

Ag estantisymetrgic, celaveut dire que Vx ,y € R™ (Agxly) = —(x|44y)

Alors, on déduit que: Vx € R™, (Agx|x) =0

Maintenant, ceciveut dire A est s-positive si est seulement si Ag est s-positive (car Vx € R™, (Ax|x) = (Asx|x))

Alors , trouvons la condition nécessaire est suffisante portant sur les valeurs propres de A afin que A soit s-positive.

Si Ag soit s-positive :

On considére Aune valeur propre (nonnulle )de Ag ety son vecteur propre associé , alors dans ce as (Asy|y) = Allyl|? = 0
Donc Aest positive

Inversement, supposons que I'ensemble des valeurs propres de A sont positives

Comme Ag est diagonalisable ( Matrice symétrique réelle) , alors on considere B(yy, ..., Y )une base R™ constituée des vecteurs propres de A avecy;associé d une
valeur proprel ;

Donscecas:¥x € R",3a; €R telque x = X7, a; y;

Alors:Vx € R™, (Agx|x) = Qo Agvil Xy o yy) = Xy A a2 lyslI?

Ce qui montre que: Vx € R™, (Asx]|x) = 0

Finalement on amontré que : A est s-positive si est seulement si lensemble des valeurs propres de A sont positives

Deuxieme Partie
3

Supposons que la matrice AI + A n'est pas inversible, alors dans ce cas det( Al + A) = 0, ce qu i veut dire que — A est une valeur propre de A
Alors:3x € R™\{0},Ax = —Ax
Puis:
Ax = —x => (Ax|x) = =21 ||x]||?
=> (Ax|x) <0
Et ceci est une contradiction avec le fait que A est s-positive.
Finalement :la matrice AI + Aest inversible

4-a

0 1
A= (_1 0)
KerA:
Soit x = (x4, x,) unvecteur R?alors :
x EKerA <=>Ax=0
<=>x;=x,=0
Donc: KerA = {0}

ImA:
Deapres le théoreme du rang, on sait que : dimR? = dimKerA + dimImA

Donc: dimImA = dimR?
Ce qui veut dire que : ImA = R?
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R}L(A) N

mw = e =5 ) -5 )

Puis: lim,_,q R}L(A) =Ae limy, AR}L(A) =0

4b

0 0 1
A= < 0 0 0)

-1 0 0
KerA:
Soitx = (%1, X5, x3) unvecteur R3alors :
x€EKerA <=>Ax=0

<=> X1 = X3 = 0

Donc: KerA = Vect(0,1,0)

ImA: ImA = Vect{(1,0,0)(0,0,1)}

Ry(4):
2, 1
1 0 nt /1+/12 1+/12\
R,I(A)=(13+AA)‘1=<O 1 o) =l o 1
20 1 A
1, A
1+ 22 1+ 22

0 0 0
Puis:et  limy_q AR (A) = <o 1 o)
0 0 0

5-a

Ona:Ry(A) = (AI + A)~
Alors: (I = ARy (A))(Ra(A)) " = Al +A— Al = Aet (Ry(A)) (I — ARy (A) = A +A— Al = A
Donc, on déduit que: AR; (A) = Ry(A)A =1— AR, (A)

5-b

Soit pt > Oalors: AR, (A) = R,(A)A =1 — uR;(A)
Puis:
I— AR (A) = Ry(AA => (I — AR1(A))R,(A) = R (AAR,(A)
=> (I - AR, ()R, (A) = R,(A) (I — uR,(A))
=> R;(4) — R, (4) = (u — DR (AR, (4)
Finalement on a montré que : Ry(A) — Ry, (A) = (u — DRy (A)R,(4)

6

Soit x € R™\{0}

Comme A est s-positive alors: ¥ x € R™\{0}, (AR, (A)x|Ry(A)x) =0

Puis, d’autre part : ¥V x € R™\{0}, (AR;(A)x|R;(A)x) = (Ry(A)x|x) — AR, (A)x]|?

Alors on déduit que : ¥ x € R™\{0}, (R (A)x|x) = AR, (A)x]|?

Apres onutilise linégalité de Cauchy-Schwarz: ¥ x € RM\{0}, IR, (A)x]1? < (Ry(A)x|x) < IRy (A)x|lllx|| et onnote quel| Ry (A)x|| # 0

Finalement on conclut que : V x € R™\{0} ,% < %

) ) . 1
Ce quiveut dire que : || R; (A) || < n

e —
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Etude de cas d’égalité :

Prouvons(<=), Pour ¢a supposons que:detA = 0

Alors, enutilisant la question 5-a on déduit que : detA x det Ry (4) = det (I — /1R,1(A)) =0

Ce qui veut dire que % est une valeur propre de Ry (A), alors il existe un vecteur propre x de R™\{0}, % = %

Alors dans cecas: ||R,(4)|| = %

Prouvons (=>) :

IR2 (A)x|
[1cl

D’abord on peut remarquer : ||[Ry (A)|| = sup{ ,X F 0} = sup{||R;(A)x]|| tel que ||x|| = 1}

L'ensemble S = {x € R" tel que ||x|| = 13, estuncompact de R™ (car fermé et borné)
Alors, on considere Papplication: T : § - R*
x = [[Ry(A)x|l
Lapplication T est continue sur le compact S (car T est %/Lipsctozienne), donc T elle atteint sa borne supéricure.

Alors,ondeduit que:: 3y € S, IRz (Al = IR (Ayll = 3

DPuis, on avuen question 5-c que: ¥V x € R™{0}, 2[R, (Ax]I> < (Ry(A)x]x) < IRy (A)x|lllxl

Donc: 5 < (Ry(A)yly) < ;e quiveutdire (Ry(A)yly) = 3 = IRy (Il Iyl
Et on sait en cas d’égalité de larelation de Cauchy-Schwarz les deux vecteurs Ry (A)y ety doivent étre linéaires.
Ce quiveut que: Ja € R\{0}, Ry(A)y = ay

Puis comme || Ry (A)y|| =% et |lyll = 1 ondéduit que =%

On conclut que % est une valeur propre de R; (A)

D'autre part, comme detA x det Ry(A4) = det (I - ARA(A))
Alors on déduit quedetA x detR;(A) = 0

Et comme det Ry (A) # 0 car Ry (A) est uninversible
Finalement on conclut que : detA = 0

7-a

Soitx € ImA dalors3y € R™, Ay =x

Puis: [|AR2 (A)xll = IR (DAY Il = [|2(1 = AR () || = A[|(1 = 2R (D) ||
Alors: [|AR; (A)x]l < A(1 + AlIRA (A DIyl

Donc on déduit que : || AR, (A)x|| < 2Allyll

Et par passage a le limite,, on déduit que AR, (A)x — 0 lorsque A — 0

7.b

On sait que d'apres le théoreme du rang en dimension finie que : dimR™ = dimc + dimImA
1 suffit de montrer que KerA et ImA sont en somme directe :

Soitx € KerA N ImA

Drapres la question précédente AR; (A)x = 0 lorsque A = 0

Alors: Vn € IN* ,3a > 0,tel que 0 < A < a, |[|AR, (A)x|| S%

Dautre part : || AR, (A)x|| = (I — Ry(A)A)x|| = ||x]| car Ax = 0

Donc on déduit que:: Vn € IN*, ||x]| < %

Et par passage a la limite on déduit que x = 0

Finalement, on montré que KerA N ImA = {0}

Eton conclut que : R™ = KerA @ ImA

7c
On considéré p le projecteur sur KerA en paralléle a ImA
Soit x € R™ montrons que ||AR,(A)x — Px|| = 0 lorsquee A — 0 avec P est la matrice représentant le projeteur p dans M, (R)

Comme R™ = KerA @ ImA et {fnigp :Kle”r‘ZA

Dautrepart x = x" + x" avecx' € KerAetx" € ImgA
Alorsp(x)=x'
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Puis :

12R1 (A)x — Px|l = [|AR;(A)x — Px|| = [|AR2 (A)x"" + x" — x'[|-IIAR; (A)x" ||
Etcomme x" € ImgA alors dapresla question précédente ARy (A)x"" — 0 lorsque 1 — 0
Finalement on déduit que : Vx € R™ , AR;(A)x — Px — 0 lorsque A = 0

Alors on conclut que : ARy (A) tend vers le projecteur sur Ker A en parallélement a ImgA

8

Soit nentier naturel non nul

Montrons par récurrence la proposition suivante : P(n): @ est n fois derivable et @™ = (=1)"n! o™ quec ™1 =P X .. X ]
AR

n+1 fois
Drabord on note que ® est continue sur 10, +oo[ (Produit de deux fonctions continues)
Montons P(1) :

Soitp > 0 alors d’apres la question 5-b :

[0)] -
“)Tf”) = —o@® (W)

Alors par passage a la limite et en utilisant la continuité de la fonction ® on déduit que :

o) — @
}Lmﬂ (tz_u(u) - by

Donc, ® est dérivable « une fois » sur ]0, +oo[ et Vt > 0, W (t) = —d(t)?, alors P(1) est vraie.
Supposant que P(n) et vraie et montrons P(n+1)

Soityu > 0 dlors:

M (1) — o™ d(O™! — (W (1) - P(W)\ \

oMM — oMW _ (=Dl 2O™ — o™ _ (=)l <M)Z ()" D)k
t—u t—u t— L

Puis par passage a la limite en utilisant la continuité des fonctions @ ()* on déduit que :

M) — o™
lim—————
tou t— 1%
Alorson amontré que ® est (n+1) dérivable sur 10, +oo[ et que Vt > 0, @) = (=1)" 1 (n + 1) d()"*2
Donc P(n+l) est vraie

=Dl o(W e (W)? x (n+ Do)" = ()™ (n+ D! e(w)"*?

9.

Enutilisant la propriété (ii) , on déduit que :

vA>0,F()(I—(1—ADF(1)) =F(1)

Et comme F (1) est inversible alors det(F (1)) # 0, ce qui veut dire que F () est inversible

10-a

FO)—F@w) =@—DFMFW =>FOFW™—1=u—-DFQ)
=>FA) 7' -FWD)=@-DI
Finalement, onmontré que:¥ A,p > 0, F(A)™1 = F(uw)™* = (A — wI

10-b

Deapresla question précedente: ¥ A, > 0, F(A)™1 = F(u)™ ' = (A — wI

Enfixe pu = 1 icifaisant tendre A — 0 alorson déduit quelim, o F(A)™1 = F(1)™1 — I
Alors F (1)~ admet une limite A lorsque A — 0

Apres on reprend cette fois ci Pexpression: ¥ A, u > 0, F(D) 1 = F(w)™ 1= @A - wI
On fait tendre . — 0 alors on déduit que:¥ 2 > 0,F(A)™1 = A + Al

11-
Montrons que AF (1) est s-positive :

D'abord en utilisant la question précédente on déduit que : AF (1) = I — AF (1)

Puis: Vx € R*,(AF(Dx|x) = ||x]|1? — A(F(D)x|x)

Deautre , en utilisant Pinégalité de Cauchy-Schwarz: ¥ x € R™, (F(Dx|x) < IFx|lllx|l < IFIlIx]? < %lell2
Finalement on conclut que : ¥V x € R™, (AF()x|x) = 0
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Montrons que A est s-positive :

D'abord, comme VA > 0, [|[F(D)| < % alorslimy_, ;o F(1) =0

Dautre part: AF(A) = I — AF (A)et par passage a la limite , on déduit que 1imy_, o AF () =1

Puis, comme AF (1) est s-positive, alors Vx € R™ (A (AF (A))x|x) >0

Finalement par passage a la limite (en faisant tendre A vers +00) , on conclut que : Vx € R™ , (Ax|x) = 0, ce qui prouve que A est s-positive

Quatrieme Partie

12-
Montrons que : (i => i)

Soit v et i deux récls positifs v < ptel quectonposeT:t - ||exp(—tA) x||? avec t = 0 etx € R™

Alors:¥ x € R™,T(u) — T(v) = (llexp(—uA) x|| — |lexp(—vA) x| (lexp(—vA) x|| + ||lexp(—uA) x||)

Puis:¥ x € R™,T(w) — T(v) = (llexp(—(u — v)A) exp(—vA) x|| — llexp(—vA) x|) (llexp(—vA) x|| + |[exp(—uA) x||)

DPuis comme :Vt = 0, |lexp(—tA)|| < 1dlors celaveut dire que V x € R™, |lexp(—tA)x|l < [|x|

D'autre part comme p — v = 0 etV x € R™ ,exp(—vA)x € R",alorsondéduit que:V x € R™, |lexp(—(u — v)A) exp(—vA) x|| < |lexp(—vA) x||
Ce qui implique finalement: ¥ x € R™ ,T(v) = T(w)

AlorsT: t - |lexp(—tA) x||? est une fonction décroissante

Montrons que : (it => i)
Comme pour tout x € R™ ,q: t — |lexp(—tA) x||? sur R*
Alors:t = 0 =>Vx € R", q(t) < q(0)

=>Vx € R®, |lexp(—tA)x||? < ||x]|?

Ondéduit que:t = 0,Vx € R™\{0}, W

Finalement, on conclut que : t = 0, [lexp(—tA)|| < 1

<1

Montrons que : (il => iii)
Montrons d’abord qu’il existe un Vy (voisinage de 0)dans R* tel que .Vt € Vg , exp(—tA) = I, — tA + o(tA)

Comme :
llexp(—=tA) =L, +tAll || 1 (exp(—tA) — 1n> + A H
1Al t 1Al

lleAll -
Dautrepart :Vt = 0 ,%exp(—tA) = —Aexp(—tA)
exp(—tA)—I,

Cela implique que : lim,_,o —————= = —A

Et enutilisant le fait que Papplication t — “ﬁ (w
llexp(—tA) — I, + tA|l

t-0 |ItAll

) + ﬁ ” sur RY alors par passage a la limite on déduit que :

Ce qui veut dire que qu'il existe un Vy (voisinage de 0 )dans R tel que V't € Vi, exp(—tA) = I,, — tA + o(tA)
Maintenant comme ld fonctiont — ||exp(—tA) x||? est décroissante sur R* pour tout x vecteur de R™
Alors: vt € Vy, ||(I, — tA + o(tA)x||? < ||x]|?

Drautre part :

vt € Vo, [|(1n — tA + o(eA)x||” = (I — tA + 0(td))x| (I — tA + 0(tA))x) = lIxI|? = 2(tAx|x) + (0(tA)|2x — 2tAx + 0(tA)) + [[tAx]|?
Alors:

vtEeV,,Vx €R", 2(tAx|x) = |[tAx||? — (o(tA)x|2x — 2tAx + o(tA)x)

Ce quiimplique que: Vt € Vo,V x € R™,2(Ax|x) = t||Ax]||* — (@x|2x — tAx + o(tA))

Puis comme :

o(tA exp(—tA) — I,
im 28 PEA =
t-0 t t—0 t

Alors par passage a la limite (en faisant tendre tvers 0) ,on déduit que V. x € R™, (Ax|x) = 0
Finalement, on a montré que Aest s-positive
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Montrons que : (iii => ii)

Soitx € R™

Onpose pourtoutt € R*, q : t > |lexp(—tA) x||?

Dabord Vt = 0,q(t) = (exp(—tA) x| exp(—tA) x)

Puis montrons que q est dérivable et que:Vt = 0,q'(t) = —2(A exp(—tA) x| exp(—tA) x)

Soit h > 0 alors:
q(t + h) — q(h) = (exp(—(t + h)A) x| exp(—(t + h)A) x) — (exp(—tA) x| exp(—tA) x)
Puis :
q(t +h) — q(h) = (exp(—(t + h)A) x| exp(—tA) x) — (exp(—tA) x| exp(—tA) x) + (exp(—(t + h)A) x|(exp(—(t + h)A) — exp(—tA))x)
Alors déduit que :

q(t+ h})l —q(b) _ <exp(—(t + h)‘;:) — exp(—td) x| exp(—t4) x) + <exp(—(t hi h):) — exp(=tA) x| exp(—=(t + h)A4) x)
Et comme :
—(t+hA) - —td) d
iizr& exp(—(t )h) exp(—tA) _ EEXP(—tA) = —Aexp(—tA)
lim exp(—(t + h)A) = exp(~tA)

Drautre part lapplication bilinéaire associé au produire scalaire (. |.) est continue (la continuité est assurée par la fait que Papplication est sur une dimension finie)
Donc, par passage d la limite, on déduit que
q(t+h) —q(n)

Lin(l)T = — 2(A exp(—tA) x| exp(—tA) x)

Ce qui implique que q est dérivable et que: vVt = 0,q'(t) = —2(A exp(—tA) x| exp(—tA) x)
Puis, comme A est s-positive alors:: Vx € R™ , vt = 0, (Aexp(—tA) x| exp(—tA) x) = 0
Donc, on déduit que: vt =2 0,q'(t) <0
Finalement, on a montré que la fonction pour tout x € R™ ,t — |lexp(—tA) x||? est décroissante

13-

Soitt = 0

D’abord on note que sionpose  exp(—tA) = (aij)lsi,jsn dlors (exp(—tA));; = a;j
Maintenance on considere sur My, (R) lanorme ||. |loo tel que [|lexp(—tA)lloo = Mmaxy; j<n|aij]
Alors:V i,j € [1,n] ,| (exp(—tA))l-_j| < |lexp(—=tA) || o

Drautre part, en dimension finie toutes les nomes sont équivalent, ce qui implique que : 38 > 0, |lexp(—tA)lle < Bllexp(—tA)l|
Puis, en utilisant la question précédente on déduite que : vVt = 0, |lexp(—tA)llo» < B
Dautrepart:V i,j € [1,n],vt =0, |e_“ (exp(—tA))i_jl < e M|lexp(—tA) |l
Alors::V i,j € [1,n],vt >0, |e=* (exp(—tA)); | < e ™™

Et comme la fonction: t — Be~*t est intégrable sur R

Dloula convergence de lintégrale p(4); ;

14-

Par définition: p(4) = (p(l)i'j) = f+°< e~ exp(—tA) dt

1<i,j<n 0
d

Par une intégration par paries et utilisant le fait que : {E exp(=td) = —Aexp(=tA)
llexp(—=tA)|l < 1

Ondéduit que: p(A) = %In - %A p(Q)

Ce quiimplique que: p(D) (AL, +A) =1,

Finalement, on déduit que: p(A) = Ry(A)
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15-

A= (_01 (1))

Méthode 1 :

Deapres le théoréme de Cayley-Hamilton le polynome caractéristique x 4 = det(A — XI) = X2 + 1 estun polynome annulateur de A.

Alors. | VK € N, A% = (=1)k1
" |k € N, A%k = (—1)k4

Donc:
+00 +00 +0c0 +o00 +0o0
—1)k¢k 2k ¢2k+1 —1)k¢2k —1)kg2k+1
vt € R, exp(—tA) = Z—( k)l Ak = Z (2k)'A2k - Z—(Zk " 1)lAZk“ = (St (z)k)' I— —((Zk)+ D1 A
k=0 ' k=0 ’ k=0 ' k=0 ' k=0 '
o (=DkE?K
P20 o = cos(t)
Etcomme : oo
+oo (_1) t2k+1 _ . t
Lo ey~ S
Alors:
+ _ _ (cos(t) —sint(t))
vt e R, exp(—t4) = (sin(t) cos(t)
Puis
@ = r M exp(—tA) dt = T Y COH (1+A)——1 A= T tyeMde |1 +A)——1 A
pA=| ¢ —exp “\J 4@ ¢ 13247 ) cos®e 1+
0 0 = 0
Et comme :

400 +oo
. 1 A
At gy — -(A-D)t — -
f cos(t) e™**dt = Re (f e dt> Re (A — i) i1

0 0
Alors, finalement on déduit que :

2 -1
__ 4 I o _[1+2 1+2
PO =3l 7747 1 2
1+22 1+2

On retrouve bien lexpression de Ry (A) de la question 4

Méthode 2

On considére l'ensemble : S = {(a

b _ab) avcea,b E]R}

On lapplication:¢p : C—= S

a+ib— ¢(a+ib)=(z _ab)

Il est facile de montrer que ¢ est un homéomorphisme dalgebre

Donc,Vz € C,p(exp(2)) = exp(p(2))
cos(t) —sint(t))

Alors: @ (exp(it)) = exp(—tA) ce quiveut dire que :exp(—tA) = (sin(t) cos(t)

Puis;
+oc +oc +o A -1
N N T - _ —G=it gp | — Ly (A o VN _[1+2 142
p(Q) = f e M exp(—tA)dt = f e M p(exp(it))dt = ¢ f e dt |=¢ (/1 — i) =@ (1 7 +1i " /12) = 1 3
’ ° ° 1442 1+ 22
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