Correction Sujet Maths MP Il ( Mines-Ponts :2017)

A-Préliminaires sur les matrices symétriques

7_
D’abord soit S € S,(R) alors Sp(S) # @ (car toute matrice symétrique réelle est diagonalisable)
Supposons que S € ST(R) et soit A une valeur propre de S avec X son vecteur propre associé
Alors dans cas : X"SX = A||X||> > 0 ce qui implique que A >0
Maintenant supposons que VA € Sp(S),A > 0 puis on considére une base B = (X,,..,X,)de M,;(R)
constituée des vecteurs propres (unitaires) de S
2 An)

Soit X € M,,;(R) \{0} alors 3(ay, ...

Alors : XTSX =¥, 4,a;2>0

et qui sont associés respectivement aux valeurs
propres (A, ...
,a,) ERLX =30 a; X;

On conclut que : S € S, (R) est définie positive si est seulement si Sp(S) c R**

2_

Soit S € S}*(R) alors S est diagonalisable et Sp(S) c R** dans cas :

A, et A, € Sp(S)

On considére la matrice R définie par : R = BP avec = diag(\/l—l,....,‘//ln) , il est claire que cette

3P€0,(R) : PTDP avec D = diag(1,, ...

matrice appartient a GL,(R) (produit deux matrices inversibles)en plus :

RTR=(BP)"BP=P™DP=S§

Montrons maintenant la réciproque : soit R € GL,(R)

Il est clair que la matrice R"R € S,(R) N GL,(R) ce qui implique que 0 ¢ Sp(R™R)

D’autre part : VX € M, (R)\{0}; XTRTRX = ||[RX[I>= 0

Puis soit A une valeur propre de R'R avec Y son vecteur propre associé

Donc : YTRTRY = A||Y||> >0 ce qui implique que Sp(RTR) c R**

Et d’aprés la question T on conclut que RT R € St*(R)

3 - Soit A,B €St (R) et A€ [0,1]

- (MA+1-DB)T =24+ (1 -21B €S, (R)

- VXEM, (R0}, XT(AA+ (1 -DB)=AX"AX+ (1 — D) X"BX >0 ce qui implique
M+ (1-2)B €S (R)

On conclut que S;*(R) est convexe

B-Autres Préliminaires

4~

On considére I'application & définie par :
[o ]Rn+1 X En+1 > E

n+1

(A = (Alf ""An)'x = (X'l, ""xn+1)) - (D(,‘{, X) = Z /-{in
i=1

*  Montrons que I'application ® est continue :

R*1 x E™1  glors :

S0it @ €R et (A=A, 20, X = (Xgy e, X041)) s (B = (Br e, Br)s ¥ = 1 s Yns1)) €

- DA+ B,x) = I + Bxi = D(4,x) + D(B,x)
- PAx+y) =34 +y) = o(4x) +2(4y)
- ®(ad,x) = P4, ax) = a®(4,x)

Alor I'application ® bilinéaire, alors elle est continue (puisque on est en dimension

finie)

e Montrons que I'application ®(H x K™*1) = Conv(K):
D’abord

n+1
OHxK") =1y eE telque3(A= Ay, .., 2,), x = (x; ., %41)) € H X K™t Yy = z/lixj }
i=1

Alors il est clair que par définition de Conv(K) : ®(H X K™*') c Conv(K)

D’autre part ®(H X K™1) est un convexe : en effet soient a € [0,1] et (x,y) € ®(H x K"*1)?

Puis : (a,1—a,0,0..,0) €EH et (x,9,9,y,..,y) € K"

alors & (((a, 1-a,00..,0), x5,y ...,y))) =ax+ (1 —a)y ce qui prouve ®(H xK"™) est un
convexe de K puis comme conv(K) est le plus petit convexe de K au sens de I'inclusion on déduit

que ®(H x K™*1) = Conv(K)
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«  Montrons que Conv(K) est compact de E

D’abord comme K est compact alors K™ est compact
Puis il est claire que H est compact car :

- H est borné : V1= (14, ..
- H est fermé : Soit A = (ll(m),...,ln(m)) € H une suite qui converge vers A = (1, ..., 4,)

) €H Al = maxiey| 4] <1

« On note d’abord que tous les A; sont positifs »

Zn+11 /-{4("1) =1
= L

alors 2= (14, ...

implique par passage a la limite (m - +o) , Y11, =1
An) EH

Alors on déduit que H X K™' est un compact et puisque ® est continue , donc on déduit que
Conv(K) est compact de E

5_

On considére B = (ey, ey, ...e,) une base orthonormée de E

D’abord Vi # j € [1,n] ,{e;,e;) = 0 => (g(e;), g(e;)) =0

Puis : Yie[2,n], (e, +e,e;—e)=1—1=0 ce qui implique que :

vi€[2,n],(g(e; +e) g(e; —e)) =0

D’autre part Vi € [2,n],(g(e; +e;),g(e; — &) = llg(e)I* = llg(e)II?

Alors : Vi€ [1,n], llgle)ll =k avec k = |lg(e)ll

Maintenant soit x € E alors : 3(ay,..,a,) ER" ,x =Y a;¢

n 2
i=1a;

x=XYLiae,=>g(x)=3L a;9(e) et |Ix||> =
Puis d’autre part : ||lg(0)II* = (X, a; g(e), Xivy ai g(&) ) = K2 (B, a;?) = k2 |Ix|?
Finalement on conclut que : 3k =>0,Vvx € E, ||gCo)ll = kllx||

Si k=0 alors g est nulle (alors c’est évident que g est la composée de I’homothétie de rapport

nul avec n’importe quel endomorphisme orthogonal)

Sik>0
On considére les deux applications u et h définies par :
u:E—>E h:E—->E
1
R Eg ) x - kx

L’application u est un endomorphisme orthogonal ( car Vx € E ,|lu(x)|| = ||lx|| ) et il est claire que
I’application h est une homothétie de rapport k , puis Vx € E ,hou(x) = g(x)
Ce qui veut dire que g est la composée d’une homothétie de rapport k et d’un endomorphisme

orthogonal

6-

Soit A€ O0,(R) alors ||A|l = J(4,A)= JTr(I,) = vn ce qui implique que 0,(R) est bornée de

GL,(R)

Puis on considére une suite (Ap)pEN € 0,(R) qui converge vers une matrice A

D’abord soit (Mp)pEN une suite de M,(R) ,il est claire qui M, >0 alors M," -0

Alors ce qui implique que ( ApT) converge vers AT
PEN

Donc : ATA=1lim, o A," A, =1, ce qui veut dire que A€ 0,(R)

Alors on a montré que 0,(R) est un fermé de GL,(R)

On conclut alors 0,(R) est un compact de GL,(R)

B-Quelques propriétés de la compacité

7- Raisonnons par I'absurde : supposons que la suite (x,)ney admet une suite extraite (x‘P("))neN

convergente vers un a (avec ¢ est une application strictement croissante de N - N)
Alors comme @(n+1) = @(n) alors ||Xpms1) — Xpm|| = €

Comme ['application|| ||:E - R* est continue et par passage a la limite on déduit que :
0<e<l|la—al|=0 et ceci est une contradiction

On conclut que la suite (x,)nen n’admet aucune suite extraite convergente

8_

Supposons 3¢ >0 ,K & U;;B(a;,€) avec a; EE et | un ensemble quelconque de IN
Soit x; €K et x, € K\B(x,,€) ainsi on peut construire une suite de (x,)ney de K tel que :
Vn€N,xpy € K\UiepingB(x;,€) [existence d’une infinité de (x,)nen par le fait K & U;e; B(a;, €)
Ainsi pour tous entier naturels n #p,||x, — x,|| > € donc en utilisant la question précédente on
déduit que (xp)ney n’admet aucune suite extraite convergente et ceci est une contradiction avce

le fait que K est compact




9- (Q)ier famille des sous-ensembles ouverts de E, | est un ensemble quelconque
Tel que K c Ui

Supposons Ya > 03x € K, telque Vi € 1,B(x,a) ¢ Q; donc pour o =% avec n € N* on peut
construire une suite (Xp)ney de K tel que Vn e N*,viel ,B(xn,% ) ¢ Q;

Comme K est compact alors (X,)neny admet une suit extraite (X‘P(“))new convergente vers o de K
Alors que VneN*,viel ,B(x‘p(n),$ ) ¢ Q; donc par passage a la limite et en utilisant le fait

que I'application norme est continue alors Vi€l ,ve > 0,B(a,e) ¢ Q; ce qui veut
Viel,a¢int(Q;) et comme Vi€l int( Q;) = Q;( car les Q; sont des ouverts) on déduit que

Viel,a¢ O ce qui implique de ,a & K et ceci est une contradiction

70 -
D’abord N F, = Ui F,=E

Comme (F)ic; est une famille de fermés alors Ui F, est une réunion de de famille d’ouverts

D’autre part K c Ui F, donc d’aprés la question précédente il existe une famille finie (Fiy- - Fy)
de fermés tel que K < U, F, ce qui implique K cN_,F, puis comme N}_,F, ¢ K

Alors on déduit que N}_, F;, =0

D-Théoréme du point fixe du Markov-Kakutani

77- Soit € E , on considére I'application H, définie par :

H,:GL(E) > E
u - u(x)

Soient L€R et u,v € GL(E) alors : H,(Au+ v) = 2u(x) + v(x) = AH, (w) + H, (v), alors H, est
liniére et comme E et GL(E) sont de dimension finie alors H, est continue
Alors comme G est un compact de GL(E) alors H,(G) est un compact de E
D’autre part : Supuecllu(X)| = Supyen ) llyll donc comme I'application || || : E - R* est continue

et H.(G) est un compact alors 3y, € H,(G), Supyey, |yl = llyoll
Fug € G, Supyeqllu@)|l = lluo Ol

ce qui implique que

On conclut que : N;(x) = Supyccllu(x)|| est bien définie pour tout x appartenant a E

Montrons maintenant que N; est une norme

- Il est claire que N;(x) =0

- Puis si Ng(x) =0 alors YVu € G,u(x) =0 ce qui implique x = 0 (Iinjectivité des u)

- Il est claire que Vx,y € Eet u,€G, |[u(x)+u| < luC)|l + [lu)|l ce qui implique que
No(x +y) < Supueg (@l + [[luG)ID = Supues (I + Supyes (luO)ID = No(x) + Ne(v)

Alors on conclut que N; est une norme sur E
72-

«  Montrons que : Yu € G ,Vx € E,Ny(u(x)) = Ng(x)

N (u(0)) = Supyecllv @)l = Supyeqllvou()|l = Supgu-1ecllg ()|l = Supyecllg ()|l = No(x)

car G est sous groupe

. Montrons que pour tous x,y € E: Ng(x +y) = Ng(x) + N;(y) <=> I1 € R,y = Ax

Soient x,y €E
- Montrons (<=)
Si A ERT,y = Ax alors Ng(x +y) = Supyecllu(x + Il = (1 + DSupyecliu(@)ll = Ne(x) + Ng(Ax) =
Alors Ng(x +y) = Ng(x) + N;(y)




- Montrons (=>)

Soient x,y EE et u€ G avec x non nul

e + MI? = @C) +u@), ulx) +u@) = lu@? + luII? + 2(u), u())
Et comme SupyeclluCx + MII* = (SupyeclluCx +y)ID?

Supyee (lu@)? + lu@I? + 2(u(x), u(¥))) < Supyeellu@)l? + Supuecllu@I® + 2Supyeq [{ulx), u())|
et { Supyeqllu()? = (Supyeellu())?
Supyellu@)II? = (Supyecllu@®)I)?

Alors : (Supyecllux + )ID? < Supyellu)ID? + Supuellu()ID? + 2Supyeql{ul), u@) (%)

Puis comme : N;(x +y) = Ng(x) + Ng(v) alors

(SupyeclluCx + MIN? = Supyesllu@)ID? + Supuellu(@)ID? + 2 (Supyes () ID? (Supyeslly (O D?
D’autre part : (Supyellu()IN?(Subueclly(x)ID? = Supye lu@)II*Ilu()II?

Alors :

(Supyecllulx + Y)ID?* = SubueelluG)ID? + Subuecllu®ID? + 2 Supyee ) IPlu)II® (*%)

De la relation (*)et la relation (**) on déduit que : Sup,cqllu()|I*luO)I? < Supyec{ulx), u(¥))|
v e G, lv@IPIlvNI? < Kvx), v

2 K@), v < v @I lv)II?

Ce qui implique |(v(x), v = [lv)II?llv(W)I|? alors on sait que dans le cas égalité de la relation

Ceci implique :

Puis en utilisant la relation de Cauchy-Schwartz

Cauchy-Schwartz les deux vecteurs v(x)et v(y) doivent étre linéaires ce qui veut dire que

J1eR, v(y) = Ww(x) = v(Ax) ce qui implique y = Ax (car v est injective)

D’autre part :
Ne(x+y)=N;(x)+ Ne()=> |1+ A =1+ 2| (ecar x #0
=>1€eR*
Finalement on a montré que : A€ RY ,y = Ax
73-
Soit x €K et n€N*
Comme K est stable par u alors : ¥V i € [0,n— 1], ui(x) €K
iefon—1],a, =+

D’autre part on considére les scalaires a; tel que : alors Y'=la;, =1

Puis comme x, =YV la; u'(x) et K est convexe alors Yn€ N*,x, €

Puis comme K est un compact alors on peut extraire la suite (X,)nen: Une suite X,y convergente
vers un élément a de K avec (avec ¢ est une application strictement croissante de N —» N

verifiant : Yn € N*,p(n) = n)

Montrons que : Vn € N* , |lu(x,) — x,|| < %
n-1 n-1
1 . . 1 6(K
Vn N JuCe) —xll = || w160 - Y w| =+ [lung - of| < 2F
n n n
i=0 i=0 €K
Alors on déduit que : ¥n € N*, |[u( xpmy ) = Xpm || <i®
’ ) e 1l = Hm

Et comme || ||:E > RY et [I'endomorphisme u est continue (application linéaire en dimension
. . 5(K)
t lim,_,——=0
finie) et lim, s

Alors par passage a la limite on déduit que |[u(a) —all =0 ce qui veut dire que (a) =a , alors on

conclut que I'élément a de K est un point fixe de u

74-

Soit x €K

On considére les scalaires a; tel que : i € [1,7],a; =% alors Yi_,a;=1"
D’autre part Vi€ [1,r],u;(x) €K et u(x)=Yi_;a;u;(x)

Et comme K est convexe alors u(x) € K

Ce qui prouve que K est stable par u

Puis on a les conditions de la question 13 : K compact, convexe et stable par u alors on déduit
qu’il existe un élément a de K tel que : u(a) =a

75-

d’abord : Ng(u(a)) = Ng (%Zi'ﬂ ui(a)) = N;(a)

Puis d’aprés la question 12 : Vi € [1,7],Ng(u;(a)) = Ne(a) alors %Zlf:l Ny (wi(@) = Ng(a)

Finalement on déduit que : N; (%Zlf:lui(a)) =% 1 No(wi(@))




Puis en utilisant la question
.

Ng (%Z ui(“)) = %Z Ng(w; (@) => Ng ( ui(“)) = > No(w(a)
i=1 i=1 i=1

i=1 i=
= N 4@+ Y w@ | =NeCw@)+ ) No(u(@)
i=10%) cyy

16 - Si a est nul alors I'existence de Ajest évident
Supposons que a est non nul :

Alors on pose : x =u;(a) et y =i, ;.;u;(a) alors dans ce cas on Ng(x +y) = Ng(x) + Ng(x)
Donc en utilisant le résultat deux de la question 12 on déduit :

34 =20,X i2jwi(a) = Lui(a) ce qui implique que ¥i_; u;(a) = (A4 +1) u;j(a)

u(a) =

).j+1
T

Finalement on déduit que : u;(a)

17 -
*  Si a est nul alors il est évident que a est un point fixe pour I'ensemble des endomorphismes

u; avec i€ [1,r]

. Supposons maintenant que a est non nul

A
Cu(@) =a

De la question 16 on déduit que :

1o
i=17,41

vie[1,r] ,34=0,u(a) =

Alors cela implique que :

On pose : Ay +1=mingp,q(4; +1)
Alors : {=1L=1=> o<t <
Ai+1 T

A+l

Supposons que <1

Am+1
r

n
u,(a) =a alors Vn € N*, (@) ul(a) =a

Comme

D’autre part Vne N, uk(a) €K et K borné ( car il est compact) ce qui implique :
Am + 1\" Am + 1)
aM >0,vn N*, (mT) ul.(a) mr )

<u

Am+1
r

n
Alors : vnN*, |la|l < M( ) et par passage a la limite on déduit que a =0

Donc ceci est une contradiction ce qui vaut dire que : Ay, +1 =mingp1A4; +1) =71
.. . . 1 1

Ce qui implique que Vi € [1,7] ey <5

1

<1 alors ceci est une contradiction
i

Supposons que 3j € [1,7] ﬁ <% alors ¥i_,
J

On a montré que Vi€ [1,r] ,4;+1=r

Finalement, on déduit que : Vi € [1,7],u;(a) =a

Note : autre méthode :a = u(a) = %uj(a) => N;(a) = %NG (uj(a)) pour tous j
=> - N;(a) = Ng(a) pour tous j
A +1 .
=> = 1 pour tous j

78 - Soit | un ensemble quelconque de N on considére les endomorphismes u; appartenant a G
qui avec i €1, par hypothése , tous ces endomorphismes laissent stable K
On considére les ensembles F; définie par :

F; = {x € K tel que u;(x) =x} la continuité de u; assure

que chaque F; est un fermé de K

Supposons que Ny Fi =0 alors d’aprés la question 10 il existe une sous-famille finie (Fy,....,F;)
de la famille (F));e; tel que Ny F;, =@

D’autre d’aprés si on considére la famille finie des endomorphismes (u;,...,u;) alors d’aprés la
question 17 tous ces endomorphismes admettent au moins un point fixe commun ce qui veut dire
que Ni=1 F;, @ et ceci est une contradiction alors on déduit que Ny F; # @ qu’il existe élément a

de K tel que pour tout ue€G,u(a)=a




E-Sous-groupes compacts de GL,(R)

79-

e Montrons que I'application p, est un automorphisme de M,(R)
pat My(R) = M,(R)
M - p,(M)=ATMA

En effet : M €Ker{p,} <=> ATMA=0<=>M=0 ( car A est inversible) donc p, est injective ,
alors p, € GL(M,(R))

e Montrons que H est sous-groupe de GL(M,(R))

Soient p,,ps €H

D’abord : ¥ M € My(R) , pg-1ps(M) =M = p,~" ps(M)

Alors on déduit que : VAEG , py~t = py~1 de plus p,~* € G car A™* € G (G est un sous groupe)
Puis :

VM EM,(R),p, " pp(M) = PA_l(BTMB) = (AT (BTMB)A)_1 = ppat (M) = Pay-(M)

Alors py~'pg = pay-1 €EH ( car (BA)™ € G du fait que G est un sous groupe)

Ce qui prouve que H est sous-groupe de GL(M,(R))

*  Montrons que H est compact :
- H est fermé :

50it (pa,), . une suite d’éléments de H qui converge vers un élément B alors

Comme pourtousn €N, A, €G et G est compact alors on peut extraire une sous suite

(A‘l’("))neN qui converge vers un élément A appartenant & , de méme la suite

(Aw(n)T )nEN

D’autre part la suite (PA¢<n))

converge vers AT

converge vers B
neN

Puis : VM eM,(R),YneN,p, (M) = Ay MAywm

@n)
Et par passage a la limite et du fait que I’application qui A appartenant a G associé p,(M) soit
continue pour tous M € M,(R) alors on déduit que :¥ M € M,(R), ,B(M)=A" MA ce qui implique

que BE€H

- H est borné :

lpa@ll
(]

Soit p, un élément de H on pose ||pll = Subyem, o)

Puis comme G est compact ( en particulier borné) alors 3k =0,YvB € G,||B|| <k
Alors : ||All <k

Puis : ¥ M € M, (R)\{0},p,(M) = AT MA qui implique

v M € My (R0}, llpa(M)Il = || AT MA|| < IAII> IM]| car (]|AT ]| = l14l))

On déduit : ||p,ll < k% alors on a montré que YA€ G ,|lpsll < k? ce qui prouve que H est
borné

On conclut que H est compact de GL(M,(R))
20-
»  D’abord en utilisant la question 2 : YA€ G,AT A€ S;*(R) , donc A c S+ (R)

. Pour montrer que K est compact on va montrer que A est compact et en utilisant le

résultat de la question 4 on déduit que Conv(A) = K est compact :

On considére I'application h définie par :
h: GL,(R) - S (R
A->ATA

Il est claire que I'application est h est linéaire, donc elle est continue ( on est en dimension finie)
Puis comme G est compact de GL,(R) alors h(G) = A est compact

Finalement en utilisant le résultat de la question 4 on déduit que Conv(A) = K est compact

. Montrons que K est stable par tous les éléments de H :

Soit BEK et p, €H alors

BeK=>13(,..,4,) € R"™ (By,..,B,) € A" tel que B =YY" B, avec Y11, =1
Puis VB; € A,AC; € G tel que B; =C;" C; avec i € [1,n+1]

Alors :

pa(B) = PA(Z?:T 4 B) = AT (2?:11 A CiT Ci)A = Z?:ll A (CiA)T (GiA) avec Zf‘:f =1




Et comme G est un sous-groupe alors Vi € [1,n+1],C;A € G ce qui implique que
Vie[L,n+1] (CGAT(CA) €A
On conclut que p,(B) € Conv(A) =K

Finalement on a montré que K est stable par tous les éléments de H

27-

D’aprés les questions précédentes on déduit que :

Conv(A) = K est un sous-ensemble non vide , compact et convexe

Et comme Conv(A) = K stable par tous les p, éléments de H ( avec A€ G)

Alors ces conditions sont similaires aux données de la question 18 , donc cela veut dire que tous
les éléments de H admettent un point fixe appartenant 4Conv(A) =K

Alors on déduit que : AIM € K,YA€E G ,p,(M) =M
22-

On considére

définition de 8, : My, € 0,(R) N S,(R) et 6,(P) =P

Ms, la matrice associée 4 &, dans la base canonique de R"™ , alors d’aprés la

Puis comme 0,(R) < K alors Ms, € K donc NMs N~ € 0,(R) ce qui veut dire que gos,0g™" est un

endomorphisme orthogonale
D’autre part :

.
NMs,N~" € 0,(R) => (NMg,N~1)

- (g
=> (NMapN‘l)T = NM;,'N7
T
=> (NMs,N"1) = NMs,N™* ( car My, ™" =My, = M)

Donc .go(Ypog‘1 est une symétrie

( Note : on peut montrer d’abord que gos,09™" est une symétrie : (goﬂpog‘l)2 =1d)

*  Montrons que gospog™" = 84

Soit c R™ , tel que g(P) =H et on note que H est un hyperplan de R™
Comme g est inversible, alors : g~*(H) = P

Donc : gobpog™*(H) = g(P) = H donc la symétrie orthogonale ne peut étre que par rapport a g(P)
car si non ( s’il existe un x & H tel que goSpog™t(x) =x alors g '(x) EP est ceci est une

contradiction)

*  Montrons que g conserve I'orthogonalité

g conserve ['orthogonalité ¢a veut dire que V(x,y) € R" X R",(x,y) = 0 =>(g(x),g(»)) =0
Soient (x,y) E R* X R",{x,y) =0

Posons P =y* alors P est un hyperplan de R" et €P , on considére 8, la symétrie orthogonale
par rapport a P alors goS,0g™" = 84 ce qui implique goSp = 8409

Donc : g(6p(1)) = 8y (9()) et comme 8p(y) = —y alors §,y(9(y)) = —g(y) ce qui implique que

g(y) € g(P)t et comme g(x) € g(p) alors on déduit que (g(x),g(y)) =0

. Déterminons K

D’aprés la question 5 on déduit :3k =0etu € O(R™) tel que g=ku

Posons U la matrice orthogonale associée a w , puis en utilisant la question 27 on déduit qu’il
existe un sous-groupe G de 0,(R) tel que K =U1GU et comme .U 1G,U c 0,(R) alors on déduit
que K c 0,(R) , d’autre part 0,(R) C K alors finalement on déduit que K = 0,(R) ( c-a-d 0,(R)

sous-groupe compact maximal de GL,(R))




