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A-Produit scalaire de matrices

7-

D’abord on considére B.(by,b,, ...,b,) la base orthonormée canonique de R™ et M = (m;;) une

1sijsn
matrice de M,(R)alors il est claire que : Vi € [1,n],(Mb;, b;) = a;
Donc : VM € M,(R) , Tr(M) = Y7 (Mb;, b;) (*)
Maintenant on considére B(ey, e, ...,e,) une base orthonormée quelconque de R"™ et on pose E; et
B; les vecteurs de M, ,(R) associés a chaque vecteur e; et a chaque vecteur b;
On considére P = Matp (B) € M,,(R) la matrice de passage de la base B, vers la base B , on sait
que dans de ce cas : P € 0,(R)
Alors : ¥ (Ae;,e)) =Y, “(AE)E; =Y, "(APB)PE; =Y, ‘B, (‘PAP)B;
Puis en utilisant le résultat (*) on déduit que : Y (Ae;e;) = Tr( ‘PAP) =Tr(A) car ‘PP =1,
2_
Montons que I'application (,) : (A,B) - tr( "AB) définit un produit un produit scalaire surM,(R)
e VABEM,(R): (4,B)=tr( ‘AB) = tr( '( 'AB)) = tr( ‘BA) = (B, A) alors {,) symétrique
e VAB,CeM,(R)etVa,b€R, (aA + bC,B) = atr( *AB) + btr( *CB) = a{A,B) + b{C,B) donc {,)
est linéaire par rapport au premier variable et comme elle est symétrique alors elle est
bilinéaire
. On considére la base B.(by,b,,...,b,) la base orthonormée canonique de R"™ et B; le vecteur
de M, ;(R) associé au vecteur b;
v VA EM,(R),(AA)=tr( "AA) = ¥ ( "AAb, b;) = ¥, “(AB)(AB)) = YL IIAB;|I> =0 alors
(,) est positive
v Soit A€eM,(R) tel que (A,A) =0 alors dans ce cas ¥ ,||AB;||> =0 donc
Vi€ [1,n],AB; =0 donc A=0

3-  On considére la base V = (vy,V,,..,1,) orthonormée constituée des vecteurs propres associés a
chaque valeur propres A; de la matrice B (I'existence de cette base est assurée du fait que B
est symétrique a valeurs réelles) et on note Sp(B) ={A,i€[1,n]} I'ensemble des valeurs
propres de B , puis par définition :Sp(B) c R*

(A,B) = X i( “ABvy,v;) = Ty A(Av;, v;)

Am =minSp(B) alors (A,B) = A, X1—1(Av;, v;) = Atr(4A)

Alors en utilisant la question T on déduit que :

On considére :

Et comme la matrice A est symtrique réelle positive alors tr(4) =0
Finalement on déduit que (A,B) = A,tr(A) =0

B-Décomposition polaire

4—
Il est évident que la matrice 'AA est symétrique réelle
Soit ) une valeur propre de ‘'AA et X son vecteur associé alors : 'AAX = AX
Puis : "AAX = AX => Y(AX)(AX) = A( 'XX)

=> |lAX|I> = AlIX|I?

=>1=>0
Alors on a montré que toutes les valeurs propres de 'AA sont positives ce qui conclut que ‘AA
est symétrique réelle positive
Sp(*AA) ={A;,i € [1,n]} I’ensemble des valeurs AA et

On  considére propres de

V=U,V,,..,V,) une base orthonormée de M, (R) constituée des vecteurs propres de 'AA avec
chaque V; est associé a A; puis on pose : 1, = Max Sp( "AA)

Soit X € M1 (R) tel que X = Y-, x;V; et||X]| =1

Dans ce cas : ||AX|? = T, Ax? <Ay donc ||All, < Ay

Puis si on considére Vy; le vecteur propre associé au Ay alors dans cas ||AVyll =m ce que veut

dire que la borne supérieure de la norme de ||A||l, est atteinte alors on conclut : ||All, = /Ay

5_
Comme A est la matrice associée a f dans une base orthonormée alors 'A est la matrice associée a
f* dans la méme base

Alors on déduit ‘AA est une matrice associée a I’endomorphisme f*of donc d’aprés la question 4
elle est symétrique réelle positive , ce qui implique que ‘AA est diagonalisable

Alors : 3P € 0,(R) , *AA = P diag( Ay, 23, .., A,) P avec Sp('AA) ={A,i€[1,n]}cR*

On pose : A= diag(\J21,\[ 2, ., \[2) € My(R) alors ‘AA = ( *PAP)( 'PAP)

On considére H = 'PAP et h I’endomorphisme associé a H donc il est claire que dans ce cas h est

un endomorphisme symétrique (auto-adjoint) positif tel que : f*of = h?
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Alors on a montré qu’il existe un isomorphisme de Ker h vers (Imf)' conservant la norme
6- h:Imh - Imh

x = h(x) = h(x)
Il est claire que h est un endomorphisme, montrons qu’elle est surjective

D’abord : E = Imh @ (Imh)*

dimE = dimImh + dim(Imh)*
dimE = dimImh + dimKer h

Alors de la méme maniére que la question 7 il existe un isomorphisme w: (Imh)* — Ker h

8- Comme { alors dim(Imh)* = dimKer h

Soit y € Imh donc Ax €E ,h(x) =y , on pose x =x, +x, avec x; € Imh et x, € (Imh)* conservant la norme

Alors h(x) = h(x,) + h(x,) puis comme h(x,) = h(x,) et h(x,) =0 Maintenant on considére I'application u définie par :

en effet : x, € (Imh)* implique que ¥ v € Imh,{x,,v) = 0 puis comme h est surjective de E — Imh

o . ) u: E=Imh@® (Imh)*t - E
on déduit que : ¥x € E (x5, h(x)) =0 aprés comme h est auto-adjoint alors Vx € E ,{h(x;),x) =0 X=X + Xt S u(x) = foh(xy) + vOw(xys)

ce qui veut dire que : h(x;) € E* = {0} o Montrons que u est linéaire :

finalement on déduit que :

Vy € Imh ,3x € Imh tel que : h(x) =y ce qui montre que h est surjective ce qui conclut qu’elle est X=X, +x,L €E
. Soient {y =y, +y,L €E
un automorphisme de Imh — Imh 1ER

alors u(Ax +y) = Afoh™'(x,) + Avow(x,)A + foh™*(yy,) + Avow(y,s) = Au(x) + u(y)
7-

Vx €E, [[h)|? = (h(x), h(x)) = {x, > (x)) = (x, fof (X)) = (f(x), f (X)) = [If (0)II?
Alors on déduit que : Vx € E ,||h(x)|l = If (Il

. Montrons que u conserve la norme (implicitement ceci montrera que u est injective et

orthogonal)
Puis
S/ x € Ker h alors ||f (x)|| =0 ce qui implique que x € Kerf alors : Ker h c Kerf Vx=x, +x €E, JuCOl? = (foh~1(xp) + vow(xps), foh™1(xp) + vow(x,s) )
De la méme maniére on montre que Ker f c Kerh , alors on a montré que . Ker f = Kerh Puis comme foh™(x,) € Imf et vow(x,.) € (Imf)*
. dimE = dimImf + dim(Imf)* . ) , ~_ 2
Puis comme : {dimE — dimImf + dim Ker alors on déduit que dimKer h = dim(Imf)* alors : YV x=x,+x. €E,|[u@I? = || foh (x| + llvow () II2

Puis par définition de v et w : ||lvow(xps) || = |lx,e]l?

Aprés : Et en utilisant la question 7 : || fofl’l(xh)”z =| hoffl(xh)”2 = || x, 12

On considére B(by,b,,..,b,) et C(CyCy..,C,) les bases orthonormées repectiveent de Kerh et | On déduit que ¥ x =x, +xp1 € E, [u@)I? = [l xpll* + llxpell = llxy + xpal1? = llx|1?
(Imf)* avec dimKer h = dim(Imf)* =r On conclut que : Vx € E, [lu(x)|l = x|l

Puis on considére I'application linéaire : v : Ker h > (Imf)* tel que Vi€ [1,7],v(b;) = ¢; Finalement on a montré que u est un automorphisme orthogonal

Alors v est un isomorphisme ( car elle transforme une base vers une base) et de plus , il est | ® Montrons que : f =uoh
facile de vérifier que : Vx € Kerh, |lv(x)|l = ||x| D’abord ¥x € E ,h(x) € Imh alors par définition de u : Vx € E : u(h(x)) = foh*(h(x)) = f(x)

Ce qui montre que : f = uoh
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9_
D’aprés la question précédente si on considére les matrices U,S associées respectivement aux deux

endomorphismes u,h alors le résultat s’en découle : A =US

C-Projeté sur un convexe compact

70-
. Montrons I'existence de h :
de E - Rt est continue, et comme H est compact de E alors cette

3ho € H,d(x, H) = infrepnllx — hll = llx — holl

Iapplication y — ||lx —y||
application atteint sa borne inferieure sur H donc :
. Montrons I'unicité de hy

Soit h; tel que ,d(x,H) = ||x — holl = llx — hq||

Puis comme H est convexe alors : YVt € 10,1[,thy + (1 — t)h, € H alors on considére la fonction
q:t-|lx—thy— (1 —t)h||*> définie sur I'intervalle 10,1]

Puis dans ce cas : YVt €10,1[,q(t) = |lx — hy||?

D’autre part :
vt €]0,1[,q(t) = lltCx — ho) + (1 — )(x — hy)I* = (2% — 2t + Dllx — holI> + 2¢(1 — O){(x — ho,x — h)
2llx=holl*~llhs~holl*

Et comme (x — hy,x — hy) = 3

vt €10,1[,q(t) = 2t(1 = O)|lhy — holl* + llx — hy|I?
vt €10,1[, —2t(1 — t)|lhy — holl> = 0 ce qui entraine ||h, — hyll> = 0

alors :
On déduit que :

Alors finalement on conclut que : h, = h,

77-
Soit h€ H , on considére la fonction : q:t - ||x —th— (1 — t)hyl|?

Alors :

VE€10A[,q(0) = [1Gx — ho) — t(h — ho) 12 = llx — holl? — 26(x — hg,h — ho) + €[l — hol2 = [lx — ho|I2
Donc : vVt €10,1[,{x — hy,h — hy) S%llh—holl2 et par passage a la limité (t—0) on déduit
que x —hg,h —hy) <0
Réciproquement : Supposant que Vh € H : (x —hy,h —hy) <0 (" on note que en cas : x =hy il n'ya
rien 4 démontrer on suppose que x # hy)

Comme Yh € H ,(x —hg,h—hy) = |lx — hyll> = (x — hg,x — h) alors Vh € H,||x — hy||> < {(x — hy,x — h)
Puis en utilisant le théoréme de Cauchy-Schwartz : Yh € H,{(x — hg,x — h) < ||lx — ho|l||lx — h||

Ce qui conclut que : YVh € H,||x — holl < ||x — k|| alors on déduit que d(x,H) = ||x — hyl|

D-Théoréme de Carathéodory et compacité

72-

On pose : S={¥F_ Aix; avecp =1, 1, 20,3¥0_ A, =1 et x; € H} et montrons que Conv(H) =S
. Montrons que : Conv(H) C S
Soient x,y €S alors : x =Y, Aix; et y =21 Wy, avec ;3 A, =>" =1 et x, €H et y,€H
Donc il est évidente que : Vt € [0,1],tx + (1 —t)y €S alors S est convexe contenant H

Et comme Conv(H) est le plus petit convexe ( au sens de [l'inclusion) contenant H alors on
déduit que : Conv(H) c S

. Montrons que : S c Conv(H)

Soit C; un convexe de E contenant H avec i € [1,7] alors par définition : Conv(H) = NI, C;
Puis comme H est dans chaque C; alors C; contient toute combinaison convexe d’élément de H ce

qui implique que Vi€ [1,r] ,ScC; alors S c NI, C; = Conv(H)

Finalement on montré que : Conv(H)=1S
73-
Comme  card {x, — x1,%; — x,, ey Xp — x;}=p—1=n+1 alors la famille(x, — x;, x5 — x5, I xl)

est liée ,ce qui implique I'existence des réelsnon tous nuls : py,ps,.,u, tel que: ¥i_,pu;(x; —x;) =0

on pose : iy = —Yr_,u; alors dans ce cas ¥'_ pux; =0 et ¥_ ;=0

74-
On considére les ensembles suivants It ={i € [1,p],u; >0} et I"={i€[1,p],u; <0} et on note

que ces deux ensembles sont non vides car tous les u; ne sont pas nuls et Yo  u; =0

On pose : 6=min{§,ie [1,pletw; >0 }=i—"‘ et on note que dans ce cas 6 =0
i m

Done : Viel* ,,;,—0u; =20 et : Viel ,A;—0u; =0 alors Vi€ [1,p] , A4, —60u; =0
X=X tem X + Ak ) ) o
Et comme : __ 1w W alors  x =%._; 1.m(Ai —0u)x; ce qui montre que x s’écrit
m U S1=1 iEm

comme une combinaison convexe d’au plus p — 1 éléments de H
Si x € Conv(H) alors on vient de montrer que ce x s’écrit comme une combinaison convexe de la

v A — 0 u)x;

i=1,i#m

d’au plus p—1 éléments de H et comme ¥ K—-0u)=1

forme :x = i=1,izm

alors Conv(H) est constitué des combinaisons convexe d’au plus n+1éléments de H  (car
p—1=2n+1)
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75- E-Enveloppe convexe de 0,(R)
On considére I'application & définie par :
@: RMx Ent >E 76-
n+1

Pour cette question il suffit de montrer que 0,(R) est compact ,en effet :

(= Oy 2% = Gy s 2010)) = PO = D Aoy
i=1 Soit A€ 0,(R) alors ||A|l; = J(4,4)= JTr(l,) = Vn ce qui implique que 0,(R) est bornée de

. Montrons que I'application ® est continue : GL,(R)
Soit a€R et (A= Qs 1), % = @iy o X)), (B = Brs s B, Y = Gy e Yni)) € R Puis on considére une suite (Ap)pEN € 0,(R) qui converge vers une matrice A
E™  alors : D’abord soit (Mp)pEN une suite de My(R) , il est claire qui M, >0 alors M," -0

Alors ce qui implique que ( ApT) y converge vers AT
pe
- A+ B,x) =3+ B)x = DA x) + P(B,x)

Donc : ATA=lim, .., A," A, =1, ce qui veut dire que A € 0,(R)
- A x+y) =Y+ ) = (A x) +@(L,y) . PR a "

- @o(alx) = (4 ax) = ad(L, x) Alors on a montré que 0,(R) est un fermé de GL,(R)
Alor I'application @ bilinéaire, alors elle est continue (puisque on est en dimension finie) On conclut alors 0,(R) est un compact
«  Montrons que ®(Ax H™1) = Conv(H): Et utilisant la question 15 on déduit que Conv(0,(R)) est compact
D’abord
n+1 77_
dAXHY ) =y €E telqueI(A = Ay, ..., 1), x = (x4, ..., X €AXH™!, :ZA-x-
Y que 3( v o) Y=L D’abord ¥ A € 0,(R), ||All, =1 car VX € M, ,(R), [|AX]| = [|X|
=1 g
Alors il est clair que par définition de Conv(H) : ®(H X A™*) c Conv(H) Puis soit M € Conv(0,(R)) alors il existe (Al,Az,...,Ap) de 0,(R), et des réels 11,1,,..,4, positifs
D’autre part ®(Ax H™ 1) est un convexe : en effet soient a € [0,1] et (x,y) € (A X H"+1)? non tous nuls tel que : M =30 LA; et Yb_ A =1
Puis : (a,1—a,0,0...,00EA et (x,y,5,,...,y) € H"? Alors : Ml < X, AdllAill, = 30, 4 = 1

alors @ (((a,l -2,0,0..,0),(x,y,,y, ...,y))) =ax+(1—a)y ce qui prouve ®(AXH™) est un | Ce qui montre que M € B et finalement on déduit que Conv(0,(R))c B

convexe de E puis comme conv(H) est le plus petit convexe contenant H
alors on conclut que ®(A x H™*') = Conv(H) 18-
o Montrons que Conv(H) est compact de E En utilisant la question 11 alors : (M — N,V —N) <0

D’abord comme H est compact alors H™' est compact Donc : (M =N,V —-N)<0=>wr(AV-N)) <0
=> tr(AV) < tr(4V)

Puis comme M n’appartient pas & Conv(0,(R)) alors : |[M —N||?> >0 ce qui implique
tr(A(M — N)) >0, alors on conclut que tr(AN) < tr(AM)
Alors on a montré que : VV € Conv(On(]R)), tr(AV) < tr(AN) < tr(AM)

Alors on déduit que Ax H™' est un compact et puisque ® est continue , donc on déduit que

Conv(H) est compact de E

Puis on prend : V.= ‘U on déduit que tr(S) < tr(USM)




79 -

On considére la base V = (vy,v,,...,v,) orthonormée constituée des vecteurs propres associés a
chaque valeur propres 2; de la matrice S (I'existence de cette base est assurée du fait que S est
symétrique a valeurs réelles) et on note Sp(S) ={A;, i € [1,n]} 'ensemble des valeurs propres de S
, puis par définition :Sp(S) c R*

Puis en utilisant la question T : tr(MUS) = Y~ (MUSv;, v;) = ¥, A, {MUv;,v;)

En utilisant le théoréme de Cauchy-Schwartz et le fait que M € B alors :

vi € [1,n],(MUv;,v;) < [IMUv|lIlvi]l < 0w lllvill < 1

Donc on déduit que : tr(MUS) < Y 2; =tr(S)

20-

De la question 18 et 19 on déduit une contradiction, alors YvM € B, MEConU(On(]R)) , ce qui

B c Conv(0,(R)) et en utilisant la question 17 on conclut que :
Conv(On(R)) =B

veut dire que :

F-Points extrémaux

21-
VeB X < IxIl
WeB [Iwx|l < Ix||

D’autre par U =>(U+W) implique que VX € R",|IVX + WX| = 2|IX]|

Comme : { alors ¥ X € R" {

Alors on conclut que : VX € R™,||[VX|| = ||X]| et |[WX]|| = [IX]|

En effet si il existe Y € R™,||VY|| < |IY|| et||WY|| < ||Y]| alors [[VY + WY|| < |IVY|| + [WY]| < 2||]Y|| est
ceci est une contradiction)
Donc on a montré que :

Minkowski :

VX € R",||[VX + WX|| = |[VX|| + |WX]|| alors d’aprés le théoréme de

VX €R™, Jay € IR, VX = ay. WX ce qui conclut que les vecteurs VX et WX sont

liés pour tout X € R"

Aprés :
U= %(U + W) => vX € IR"\{0}, UX = 1+%VX et VX = |IX]|

=> VX € IR\{0}, et UX]| =22 ||x]|

=> VX € IR\{0}, ay=1 car |UX]l = |X|

Alors : ¥X € IRM\{0}, UX =VX = WX et ceci reste valable X =0

Donc on conclut que : U=V =W ce qui montre que U est extrémal dans B
22-

D’aprés la question 9 : il existe une matrice U de 0,(R) et une matrice S symétrique a valeurs
réels positive tel que : A=US , puis comme S est diagonalisable avec Sp(D) = {d;,i € [1,n] } c R*
Alors : 3H € 0,(R),S = HD 'H ,dy)

Puis en posant : P = UH qui appartient bien au groupe orthogonal 0,(R) et Q = ‘H

A= QDP

avec D = diag(d,, d,, ...
On déduit que :

23-

D'abord : D = ‘QA P Alors :|IDIl, = || ‘@4 P||, < || ‘QlL, || “PIl,lIAll, < 1
Et en utilisant la question 4 : ||D||, = max Sp(D) ={d;,i € [1,n]} ce qui conclut que :

vie[1,n],d; <1

Maintenant si Vi € [1,n],d; =1 alors dans ce cas : A=PQ € 0,(R) et ceci est une contradiction,
alors on conclut que : 3j € [1,n] ,d; <1
24-

Comme d; <1 alors 3a >0 Jdita=1

Alors on considére les deux matrices suivantes :
{Aa = Pdiag(dy,dy, ..., d;_y, d; + @,d;41, -, dy)Q
A_, = Pdiag(dy,dy, ...,dj_y, dj — a,djy4, ..., d,)Q

Alors il est claire que :A= %(Aa +A_,) par contre cette relation ne peut pas impliquer

A=A, =A_g car si non A, =A_, entraine d; =1+ a et ceci une contradiction

Finalement on conclut que tout matrice n’appartenant pas 0,(R) n’est pas extrémal et que

d’aprés la question 21 I’ensemble des points extrémaux de B est 0,(R)







