
ProblèmeProblèmeProblèmeProblème    : Résolution de l’équation: Résolution de l’équation: Résolution de l’équation: Résolution de l’équation    : : : : �� + �� = ��    dans dans dans dans (�	(ℤ�,+,×�	    
    

On considère (�	(ℝ�,+,×�  l’anneau des matrices réelles  carrées dont la matrice unité est :  

�	 = �1 00 1�  , puis, si � = �� �� �� une matrice de (�	(ℝ�,+,×� , on note : �� = �+ �    et     
�� = �� �� ��            
Pour la simplication ,  on notera parfois M	(ℝ�,+,×�  par M	(ℝ�   
    

Partie IPartie IPartie IPartie I    

 

I-1----    Montrer que (�	(ℝ�,+,×�   est un espace vectoriel 
I-2- On définit l’ensemble  ! par :  ! = "# ∈ ℝ		&'(	)*'		 det(� − #�	� = 0/ pour une matrice 	�  de (�	(ℝ�,+,×�   
I-2-1- Montrer que :        0∀λ ∈ ℝ	∀A ∈ M	(ℝ�	, det(λA� = λ	det(A�																										∀A	, B	 ∈ M	(ℝ� ∶ det(AB� = det(BA� = det(A�det	(B�		∀A ∈ (M	(ℝ�,+,×�	, det(A� = det(A��																															    
    

I-2-2-Montrer que si 	� est non inversible alors  ! est non vide 
I-2-3-Montrer que :  ∀�	, 6	 ∈ (�	(ℝ�,+,×� 	 ∶ 		 (� + 6�� = �7 + 67	 et (�6�� = 67�� 
I-2-4-Montrer que ∀� ∈ (�	(ℝ�,+,×�	,  ! =  !8   
I-2-5-Montrer que : ∀� ∈ (�	(ℝ�,+,×�, �	 = 9!� − det	(���	   
I-2-6-Montrer que pour tout 	� ∈ (�	(ℝ�,+,×�, 				det(� − #�	� = 0 <=> #	 − 9!# + det(�� = 0		  
I-2-7-On considère : 	� = �1 22 1� et 	6 = �1 −22 1 � déterminer   ! et  = 
I-2-8- Soit 	� = �� �� �� une matrice de M	(ℝ�  
I-2-8-1 Montrer que 			# ∈  !!8 <=> #	 −	(�	 + �	 + �	 + �	�# + (�� − ���	 = 0 
I-2-8-2 Montrer que >?(� − ��	 + (� + ��	@?(� + ��	 + (� − ��	@ ≤ 2|��| + 2|��| 
(indication : ∀	C, D	 ∈ ℝE		, >CD 	≤ |FGH|	 ) 

I-2-8-3 Déduire que : ∀� ∈ (�	(ℝ�,+,×�, 			 !!8 	⊂ ℝE	 et déduire que pour tout # > 0 et pour 
toute matrice 	� de  (�	(ℝ�,+,×�		la matrice 	��� + #�	 est inversible 
I-2-9-Montrer que :  

∀�	, 6	 ∈ (�	(ℝ�,+,×� 	 ∶ 	 J9!E= = 9! + 9=	9!= = 9=!										 					 et     ∀# ∈ ℝ	∀� ∈ (�	(ℝ�,+,×� ∶ 	 9K! = #9!  
I-2-10- Déduire que ∀� ∈ (�	(ℝ�,+,×�	, 9!L = 9!	 − 2det	(��  
 

 

 

    

Partie IIPartie IIPartie IIPartie II    

On définit  (�	(ℤ�,+,×� l’ensemble des matrices à coefficients entiers  

Soient �	, 6 deux matrices de (�	(ℤ�,+,×�  vérifiant la relation (M� suivante : (N� ∶ �� + �� = �� 
II-1-Montrer que : 9!� + 9=6 = (det(�� + det(6� + 1��	 (on peut utiliser la question I-2-4) 
 puis que 9!	 + 9=	 = 2(�'&(�� + �'&(6� + 1�  
II-2-On suppose que 	� et 	6 ne sont pas inversiblesne sont pas inversiblesne sont pas inversiblesne sont pas inversibles 

II-2-1- Montrer que 9!	 = 9=	 = 1 
II-2-2-Montrer que si 9! = 1  et 9= = −1  , alors les deux matrices  	� et 	6 sont de la forme 

suivante : 

	� = ��O �P�	 1 − �O� et 	6 = Q�O − 1 �P�	 −�OR avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3/ et �	�P = �O(1 − �O�  
Puis conclure que dans ce cas  qu’il y a une infinité de matrices 	� et 	6 de (�	(ℤ�,+,×� verifiant 
la relation : �� +�� = ��    et donner un exemple de ces matrices 

II-2-3- Montrer que si 9! = 9= = 1  alors les deux matrices  	� et 	6 sont de la forme suivante : 

 	� = ��O �P�	 1 − �O� et 	6 = Q1 − �O −�P−�	 �O R avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3/ 
Et déduire que dans ca cas  : 	� = �1 00 0� et 	6 = �0 00 1� ou 	� = �0 00 1� et 	6 = �1 00 0� 
II-2-4- Montrer que si 9! = 9= = −1 alors les deux matrices 	� et 	6 sont de la forme suivante : 

 	� = ��O �P�	 −1− �O� et 	6 = Q−1 − �O −�P−�	 �O R avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3/ 
Et Déduire que dans ca cas  : 	� = �−1 00 0� et 	6 = �0 00 −1�  ou 	� = �0 00 −1� et 	6 = �−1 00 0� 
II-3-On suppose que 	� est inversibleest inversibleest inversibleest inversible et 	6 n’est pas inversiblen’est pas inversiblen’est pas inversiblen’est pas inversible 

II-3-1- Montrer que 1 + det(A� ∈ EWXY 
II-3-2- Déduire que 9!	 =	 (1 + det(���	 puis montrer que 9=	 = 1 − (det(���	 
II-3-3- Déduire que  det	(�� ∈ "−1,1/ 
II-3-3-1 Cas det(�� = 1 
II-3-3-1-1 Montrer que 9= = 0 et 9! = ±2 
II-3-3-1-2 Déduire que		0� = �−1 00 −1�						6 = �0 00 0�												ou 0

� = �1 00 1�						6 = �0 00 0�					 
II-3-3-2 Cas det(�� = −1 
II-3-3-1-1 Montrer que 9! = 9= = 0  
 

 



 

 

II-3-3-1-2 Déduire  que 0�	 = �1 00 1�						6	 = �0 00 0�					 
II-3-3-1-3  Montrer alors que les  deux matrices  	� et 	6 sont de la forme suivante : 

 	� = ��O �P�	 −�O� et 	6 = Q�O �P�	 −�OR avec �S 	, �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3/ et  J �O	 + �	�P = 1�O	 = −�	�P							 
II-3-3-1-4 Conclure que dans ce cas  qu’il y a une infinité de matrices 	� et 	6 de (�	(ℤ�,+,×� 
verifiant la relation : �� +�� = ��    et donner un exemple de ces matrices 

    

Partie IIPartie IIPartie IIPartie IIIIII    

III-1-On considère l’ensemble  [ tel que  [ = "� ∈ (�	(ℝ�,+,×�	&'(	)*' ∶ ��� = �		/ ,  on suppose 
que � et 	6  de (�	(ℤ�,+,×�  appartiennent à [ et verifiant la relation : �� +�� = �� 
III-1-1- Montrer que  ([,×� est un groupe 
III-1-2-Montrer que : �� = O\]^(!� (9!�	 − �� et 6� = O\]^(=� (9=�	 − 6� (on peut utiliser I-2-4) 
III-1-3-Montrer que det	(�� ∈ "−1,1/ et 	det	(6� ∈ "−1,1/ 
III-1-4-On suppose que det(�� = 1 et det(6� = −1 montrer alors que 9!	 = 9=	 = 1 puis en utilisant 
la question III-1-2 trouver une contradiction 

III-1-5- On suppose que  det(�� = det(6� = 1 montrer alors 9!	 + 9=	 = 6 puis conclure 
III-1-5- On suppose que  det(�� = det(6� = −1 montrer alors 9!	 + 9=	 = −2 puis conclure 
III-1-6-Conclure 

 

Partie IVPartie IVPartie IVPartie IV    

Dans cette partie on considère deux matrices 	� et 	6  de (�	(ℤ�,+,×�  inversiblesinversiblesinversiblesinversibles verifiant la 

relation : �� + �� = ��    
 

IV-1- Soient � et 	` deux matrices inversibles de M	(ℝ� , montrer que : (�`�GO = `GO�GO 
IV-2-Soit 	� une matrice inversible de M	(ℝ� , montrer que : 9abc = 7defg	(a� ( on peut utiliser la 
question I-2-4) 

IV-3- Déduire que det(�� 9!bc= = det	(6�9=bc! 
 

IV-4 Montrer que J9= det(�� 9!bc= = (1 + det(B� − det(A��9!9! det(6�9=bc! = (1 + det(A� − det(B��9=  ( on peut utiliser la question II-1) 
 

 

 

IV-5- Montrer �GO6 + �6GO = �GO6GO   puis déduire que 9!= = (det(�� + det	(6�� det(�� 9!bc= 
 

IV-6- Montrer que h9!	 = (1 + det	(���	 − (det	(6��	9=	 = (1 + det	(6��	 − (det	(���	 (On peut utiliser IV-4 et II-1) 
 

IV-7- On suppose que 9! = 9= = 0 montrer alors que  les deux matrices  	� et 	6 sont de la forme 

suivante : 

	� = ��O �P�	 −�O� et 	6 = Q�O �P�	 −�OR avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3/ et 0
�O	 + �O	 + �	�P + �	�P = 1					�O	 + �	�P ≠ 0																														�O	 + �	�P ≠ 0																													 

 

Puis si on considère 	� = � 5 4−5 −5� détéreminer une matrice 	6  verifiant la relation �� +�� = �� 
IV-8- Pour  la suite du problème  9! ≠ 0  
IV-8-1 On suppose que 9= = 0  
IV-8-1-1 Montrer que 1 + det(6� − det(�� = 0 puis  que 9!A = 2det(A� I		 
IV-8-1-2 Déduire que 	� = ��	 avec � ∈ ℤ∗ et que 	6 est de la forme 	6 = Q�O �P�	 −�OR avec �S ∈ ℤ 
pour tous T ∈ "1,2,3/  et   �	 + �O	 + �	�P = 1   
Puis si on considère 	� = �5 00 5� détéreminer une matrice 	6  verifiant la relation �� + �� = �� 
IV-8-2 On suppose que 9= ≠ 0 
IV-8-2-1 En utilisant la question IV-6 montrer que 

7nLG7oL7nLE7oL = (det(�� − det(6��  
IV-8-2-2 Montrer que 

7nLG7oL7nLE7oL ∈ ?−1,1@	 puis déduire que det(�� = det	(6� ( on peut utiliser ici la 
question IV-4) , puis montrer que TY	 = Tq	 = 1+ 2det	(A�  et 9!L = 9=L = 1 
IV-8-2-3 On suppose que 9! = 9=  
IV-8-2-3-1 Montrer alors que  les deux matrices  	� et 	6 sont de la forme suivante : 

 	� = ��O �P�	 �r� et 	6 = � �r −�P−�	 �O � avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3,4/  et J�O	 + �r	 + 2�	�P = 1�O�r ≠ �	�P												  
 

IV-8-2-3-2 Détéreminer dans ce cas  deux matrices 	�, 6  verifiant la relation �� + �� = �� 
IV-8-2-4 On suppose que 9! = −9=  
IV-8-2-4-1 Montrer alors que  les deux matrices  	� et 	6 sont de la forme suivante : 

 	� = ��O �P�	 �r� et 	6 = �−�r �P�	 −�O� avec �S ∈ ℤ pour tous T ∈ "1,2,3,4/  et J�O	 + �r	 + 2�	�P = 1�O�r ≠ �	�P												  
 

IV-8-2-4-2 Détéreminer dans ce cas  deux matrices 	�, 6  verifiant la relation �� + �� = �� 
 



 

 

Partie VPartie VPartie VPartie V    

V-1 Déterminer l’ensemble ∆  des matrices non inversiblesnon inversiblesnon inversiblesnon inversibles        de    (�	(ℤ�,+,×� vérifiant l’équation �t + �t = ��    
    

V-2  

Soit n un entier naturel , montrer que l’ensemble des matrices non inversibles de    (�	(ℤ�,+,×� 
vérifiant l’équation  ��u + ��u = ��    avec v ≥ 2 est ∆    
 

V-2 (Question bonus) Soient �	, 6	, x des matrices de (�	(ℤ�,+,×� non nulles tel que :  �y + �y = zy    et et et et �y	, �y	, zy    sont non nusont non nusont non nusont non nulles , lles , lles , lles , montrer que les trois    matrices ne peuvent pas être 

toutes non inversiblesnon inversiblesnon inversiblesnon inversibles ( on peut utiliser le grand théorème de Fermat : ∀v ≥ 3 , il n’existe pas 
des entiers naturels non nuls  �	, �, � verifiant :  �{ + �{ = �{) 
 

 


